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NOTIONS  PRÉLIMINAIRES 
SUR  LES  GRANDEURS  GÉOMÉTRIQUES. 


1.  Grandeurs  géométriques  :  Vecteurs  et  segments. 
—   Une  grandeur  géo- 
métrique ou  vecteur  est  ^*^-  '• 
une  portion   de    droite 
Aj  B|  {Jig^  I  )  ayant  une 
origine  A|  et  une  extré- 
mité B|.  Un  vecteur  est 
défini  par  les  éléments 
suivants   :    i**  son   ori- 
gine ou  point  (T appli- 
cation A|  ;  2®  sa  direc- 
tion, qui  est  celle  de  la 
droite  indéfinie   A|  B,  ; 
3*  son  sens,  qui  est  celui 
du  mouvement  d'un  mo- 
bile allant  de  l'origine  A|  vers  l'extrémité  B|,  et  que  Ton 
indique  par  une  flèche  placée  à  l'extrémité;  4"*  sa  gran- 
deur Pj,  qui  est  la  longueur  A|  B|. 

A.  I 
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Analytiquement,  on  définit  un  vecteur  par  les  coordonnëcs 
(Xi,yiy  Zi)  et  (^'jî^',,  z\)  de  l'origine  et  de  l'extrémité  par 
rapport  à  trois  axes  coordoxinés,  ou  encore  par  les  coordon- 
nées (a;<,  y,,  Z|)  de  l'origine  et  les  projections  (Xi,  Y<,  Z,  ) 
du  vecteur  A|  B,  sur  les  trois  axes,  ces  projections  ayajit  des 
signes,  suivant  les  conventions  ordinaires  de  la  Géométrie 
analytique. 

D'après  ces  conventions,  si  l'on  appelle  «i  et  6|  les  projec- 
tions des  points  A<  et  B<  sur  l'axe  Oo?,  X<  est  la  valeur  algé- 
brique du  segment  ai  6<,  c'est-à-dire  la  longueur  a,  bi  pré- 
cédée du  signe  -|-  ou  du  signe  —  suivant  qu'un  mobile,  allant 
de  ai  en  64 ,  marche  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif  de 
l'axe. 

On  a  alors,  dans  tous  les  cas  de  figure, 

X|=xi  — art,        Y|=:yj— y,,         Zi  =  -s'i  — 5,. 

Nous  désignerons  habituellement  un  vecteur  par  une  seule 
lettre  P« ,  représentant  sa  longueur  ou  grandeur,  et  placée  à 
l'extrémité. 

Pour  montrer  que  les  formules  donnant  Xi,  Y|,  Zj  sont 
générales,  nous  rappellerons  quelques  propriétés  élémen- 
taires des  segments  qui  nous  serviront  également  à  démon- 
trer plus  loin  le  théorème  des  projections. 

2.  Théorème  des  segments.  —  Quand  des  vecteurs  sont 
portés  sur  une  même  droite  indéfinie,  comme  le  sont,  par 
exemple,  les  projections  de  divers  vecteurs  sur  l'axe  Ox,  on 
leur  donne  plus  particulièrement  le  nom  de  serments;  a  ei  b 
étant  deux  points  sur  un  axe  orienté,  d'après  les  conventions 
précédentes,  si  le  segment  ab  est  positif,  le  segment  ba  est 
négatif. 

Nous  avons  donc 

a6  =  —  ba 
et,  par  suite, 

ab  -r-  ba  =  o. 
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h^nneî&qon  générsHeiLorsqu^onptcice  sur  unedroitex^Xy 
n points  a,  bjC,  .,.,  h,  k,  /,  la  somme  des  n segments con- 
sécuti/s  ab,  bcj  ...,  A/r,  kl,  la^  déterminés  sur  cette  droite 
par  les  points  considérés^  est  toujours  nulle,  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  ces  points  sont  placés. 

Pour  le  démontrer,  nous  emploierons  un  point  auxiliaire 
placé  sur  la  droite  x'xk  gauche  de  tous 
les  points  a,  bj  c,  dy  . . .,  k,  l  {^fig^  2).  Fig-  a- 

Considérons  d'abord,   sur  la  droite 


■  >     w* 


O    ^    a.  b 

x^Xj  les  trois  points  o,  a,  b;  deux  cas  .  j 

peuvent  se  présenter  suivant  que  le       0   .    6  a. 

point  b  est  à  droite  ou  à  gauche  de  a. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  point  b  soit  à  droite 
de  a.  Nous  aurons 

(  I  )  oa-^ab  =  ob. 

Si  nous  supposons  maintenant  le  point  b  à  gauche  de  a, 

nous  aurons 

ob  -{-  ba  =  oa, 

d'où 

oa  —  ba  =  ob 

OU 

oa  -4-  «6  =  ob, 

La  relation  (i)  existe  donc  dans  les  deux  cas.  Nous  pourrons 
alors  écrire  la  suite  d'égalités 

oa-h  ab  =  ob, 
ob-^  bc  =  oc, 
oc  -i-  cd=  odj 


ok-h  kl  —  ol, 
ol  -\-  la  =  oa. 


Si  nous  les  ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons,  en 
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faisant  disparaître  les  termes  communs  aux  deux  membres 


(2) 


a6  -+-  ^c  -h  cû?  H- . . .  -h  ^/  -h  /a  =  o, 


relation  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Analytiquement,  prenons  une  origine  O  sur  la  droite  x' x 
qui  porte  les  segments,  et  soient^  et  ^'les  abscisses  des  extré- 
mités aei  b  d'un  segment  ab  ;  on  a 

ab  =  x'  —  a;  ; 

en  effet,  d'après  la  définition  même  des  coordonnées,  les 
segments  O  a  et  06  sont  égaux  à  x  eix']  dès  lors,  en  appli- 
quant la  relation  générale  ci-dessus  aux  trois  points  O,  a,  6, 

on  a 

ab  =  Ob  —  Oûf, 

c'est-à-dire 

ab  =  x'  —  X. 

La  projection  d'un  vecteur  A|  B|  sur  un  axe  Ox  est  donc 
bien  donnée,  dans  tous  les  cas,  par  la  formule 

X|  =  a7j  —  Xi. 

En  partant  de  cette  expression  analytique  d'un  segment, 
on  vérifie  immédiatement  que  la  relation  (2  )  est  une  identité. 


3.  Quelques  définitions.  —  Deux  vecteurs  sont  iden- 
tiques quand  ils  ont  même  origine,  même 
direction,  même  sens  et  même  longueur, 
c'est-à-dire  quand  ils  se  confondent. 

Deux  vecteurs  sont  égaux  quand  ils  ont 
même  direction  {Jig»  3),  même  sens  et 
même  longueur,  mais  sans  avoir  nécessaire- 
ment même  point  d'application.  D'après 
cela,  pour  que  deux  vecteurs  P|  et  P^  de 
projections  respectives  X|,  Y<,  Z|  et  X2,  Y2,  Z^  soient  égaux, 


GRANDEURS  GEOMETRIQUES.  5 

t 

il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(3)  Xi=Xj,        Y|  ==  Y,,        Zi  =  Z*. 

Nous  désignerons  l'égalité  géométrique  des  deux  vecteurs  P| 
et  P2  par  la  relation 


(Pi)  =  (P«), 


Fig.  4. 


Pi    ' 


en  mettant  les  vecteurs  entre  parenthèses  : 
cette  relation  unique  est  donc  équivalente  à 
l'ensemble  des  équations  (3). 

Deux  vecteurs  sont  égaux  et  opposés 
quand  ils  sont  parallèles,  de   même  lon- 
gueur {/ig'  4)7  /waw  de  sens  contraires ;'i\s  forment  alors 
ce  qu'on  appelle  un  couple  de  vecteurs.  Ce 
fait  est  exprimé  par  les  relations  suivantes  Fig.  5. 

entre  les  projections  des  deux  vecteurs  P| 
et  P2 

Xi  =  — Xj,        Y|  = — Yj,         Zj  =  —  Zj; 

nous  l'exprimerons  pour  abréger  par  la  no- 
tation 

(PO=-(PO. 

Deux  vecteurs  sont  égaux  et  directe- 
ment opposés  quand  ils  sont  égaux,  opposés 
et  dirigés  suivant  la  même  droite  indé- 
finie {fig,  5). 

4.  Théorème  des  projections —  L'étude  de  la  copnpo- 
sition  des  vecteurs  nécessite  l'emploi  du  théorème  des  projec- 
tions, dont  nous  aurons  d'autre  part  à  faire  un  fréquent 
usage.  Nous  en  rappellerons  donc  la  démonstration  en  l'em- 
pruntant, comme  celle  du  théorème  relatif  à  la  propriété  fon- 
damentale des  segments,  au  Cours  de  Géométrie  analytique 
de  MM.  Imber  et  Weill. 


6  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

Théorème  I.  —  La  somme  algébrique  des  projections 
des  vecteurs  formant  les  éléments  d'un  contour  polygonal 
fermé  y  plan  ou  gauche,  est  nulle. 

Soit  le  contour  polygonal  fermé  ABCDEFA  {fig'  6).  Pro- 
jetons sur  Taxe  x'  x 
ses  différents  som- 
mets; soient  a,  6,  c, 
d^  e^  f  ces  projec- 
tions. 

Nous  imaginons 
que  la  ligne  polygo- 
nale est  décrite  par 
un  point  mobile  par- 
tant de  A  et  rencon- 
trant les  différents 
sommets  dans  Tordre  ABCDEFA. 

Considérons  maintenant,  sur  Taxe  x'^,  les  segments  déter- 
minés par  les  points  a,  i,  c,  rf,  e,/;  on  a,  diaprés  le  théorème 
général  relatif  aux  segments, 

ab -i-  bc -h  cd -\-  de  -h  ef-hfa  =  o, 

mais  les  segments  ab^  bc^  ...^  fa  sont  en  grandeurs  el  en 
signes  les  projections  des  vecteurs  AB,  BC,  . . .,  FA,  éléments 
du  contour.  La  propriété  esl  donc  démontrée. 


Théorème  II.  —  La  somme  algébrique  des  projections 
des  éléments  d'un  contour  polygonal,  non  fermé,  plan  ou 
gauche,  est  égale  à  la  projection  de  la  résultante. 

Considérons  le  contour  polygonal  non  fermé  ABCDEF 
{fis- 1)'  ^o"î»  imaginons,  comme  précédemment,  le  contour 
polygonal  décrit  par  un  point  mobile  partant  de  A  et  ren- 
contrant par  suite  les  sommets  dans  l'ordre  ABCDEF.  On 
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dit  alors  que  A  est  Vorigine  du  contour  et  F  son  extré- 
mité. Si  Ton  mène  la  droite  AF  qui 
joint  l'origine  A  à.rextrémité  F,  on 
dit  que  ce  vecteur  qui  ferme  le  con-  ^  ^ 

tour  est  la  résultante  des  éléments 
du  contour;  A  est  son  origine,  F  son 
extrémité. 

Si  nous  considérons  le  contour 
polygonal  fermé  ABCDEFA,  nous 
avons,  d'après  le  théorème  précédent, 

ab -{- hc  -^  cd -!(- de -\-  ef-\-fa  =  o, 

d'où  nous  tirons 

ah  -^  bc  -^  cd  ^  de  -\-  ef  =■  — fa^ 

mais 

—/a  =  a/, 

par  suite, 

ab  ~\- bc -^  cd -^  de  -\-  ef  ^=.  af\ 

la  proposition  est  donc  démontrée. 

Théorème  III.  —  Lorsque  deux  contours  polygonaux 
non  fermés  ont  même  origine  et  même  extrémité,  c'est-à- 
dire  ont  la  même  résultante,  les  sommes  algébriques  des 
projections  des  éléments  des  deux  contours  sont  égales, 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  proposition  précé- 
dente, puisque  ces  sommes  sont  toutes  deux  égales  à  la  pro- 
jection du  vecteur  qui  ferme  les  deux  contours. 

5.  Somme  géométrique  ou  composition  des  vecteurs 
concourants.  —  Des  vecteurs  sont  dits  concourants  quand 
ils  ont  même  origine. 

Deux  vecteurs.  —  Soient  d'abord  deux  vccleurs  AP<  et 
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AP2,  d'oiigine  commune  A;  par  rextrémilé  P<  de  l'un  des 

vecteurs  menons  un  vecteur  P,R(^5'.8), 
égal  géométriquement  à  Fautre  AP2.  Le 

P». ^         vecteur  AR  d'origine  A  et  d'extrémité  R 

\  y^  ^'  ^*^  ^^  somme  géométrique  ou   résul- 

\        y^        \       '  tante   des  deux   vecteurs   donnés.   On 
V___\        ^crit 

"*'  (R)  =  (Pi)  +  (Pî), 

les  [parenthèses  indiquant  qu'il  s'agit  d'une  égalité  géomé- 
trique. 

La  somme  des  deux  vecteurs  P,  et  P2  est  évidemment  indé- 
pendante de  l'ordre  dans  lequel  on  prend  les  deux  vecteurs; 
si  par  l'extrémité  P2  du  deuxième  on  menait  un  vecteur  PjR 
égal  géométriquement  au  premier  P|,  on  aboutirait  évidem- 
ment au  même  point  R,  car  la  figure  AP<  RP2  est  un  parallé- 
logramme; on  peut  donc  écrire  aussi 

(R)  =  (P,)4-(P,). 

La  grandeur  R  du  vecteur  résultant  se  calcule  immédiate- 
ment dans  le  triangle  AP|R;  appelons  P|  P2  l'angle  P1AP2 
des  deux  vecteurs  composants;  l'angle  AP|R  est  le  supplé- 
ment de  cet  angle  ;  on  a  donc 

R*=  Pî-f-Pî-HîPiPjcosî^PÎ. 

Détermination  analytique  de  la  résultante  de  deux  vec- 
teurs. —  Prenons  trois  axes  quelconques  et  appelons  X|,  Y|, 
Z|  et  X2,  Y2,  Z2  les  projections  des  deux  vecteurs  AP|  et 
AP2,  X,  Y,  Z  celles  du  vecteur  résultant  AR. 

D'après  le  théorème  des  projections,  si  Ton  considère  le 
contour  polygonal  AP|R  et  le  vecteur  AR  ayant  même  ori- 
gine et  même  extrémité,  la  projection  de  AR  sur  un  axe  est 
égale  à  la  somme  des  projections  des  cotés  AP|  et  P|R  du 
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contour;  en  projetant  successivement  sur  les  trois  axes  on  a 
ainsi  les  trois  équations 

X=Xi-hX„        Y=YiH-Y,,        Z=:Z,  +  Z, 

qui  définissent  la  résultante. 

Examinons  quelques  cas  particuliers.  Il  peut  arriver  que 
l'angle  des  vecteurs  P|  et  Pj  soit  nui  ;  alors  les  deux  vecteurs 
composants  ont  même  direction  et  même  sens;  le  vecteur 
résultant  a  également  la  même 
direction  et  le  même  sens  et  sa 
grandeur  est  égale  à  la  somme 
des  grandeurs  des  vecteurs  com- 
posants. 

Il  peut  arriver  que  l'angle  des 
deux  vecteurs  donnés  soit  de  i8o**;  ces  deux  vecteurs  ont 
alors  des  sens  opposés  {Jig-g)»  Le  vecteur  résultant  AR  a  le 
sens  du  plus  grand  des  deux  et 
pour  longueur  la  dilTérence  des 
deux  longueurs. 

Il  peut  arriver  enfin  que  les 
vecteurs  P<  et  P2  soient  égaux 
et  opposés;  alors  leur  somme 
est  nulle  :  le  point  R  coïncide 
avec  le  point  A. 


F'ig.  9- 


<'    R 


Fig.  10. 


Trois  vecteurs.  —  Soient  trois 
vecteurs  P|,  P2,  Ps  d'origine 
commune  A.  Par  l'extrémité  P| 
du  premier  vecteur  menons  un 

vecteur  Pi  Q2  égal  au  deuxième  P^,  puis  par  le  point  Qa  un 
vecteur  QjR  égal  au  troisième  Ps  (fig»  10).  Le  vecteur  AR, 
d'origine  A  et  d'extrémité  R,  est  la  somme  géométrique  des 
trois  vecteurs  donnés.  Ce  vecteur  est  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  on  prend  les  trois  vecteurs  donnés,  car  le  point  R 
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est  le  sommet  opposé  au  point  A  dans  le  parallélépipède 
construit  sur  AP|,  AP2,  AP3. 

Pour  exprimer  que  R  est  la  résultante  de  P|,  P2,  Pj,  on 
écrit  l'égalité  géométrique 

(R)  =  (Pt)-f-(P,)  +  (P3). 

On  peut  remarquer  que,  pour  obtenir  R,  on  peut  faire  d'abord 
la  somme  de  deux  des  vecteurs,  puis  composer  cette  somme 
avec  le  troisième.  Par  exemple,  dans  \^fig>  i  o,  le  vecteur  AQ2 
représente  la  somme  géométrique  P,  et  Pj  et  AR  est  la 
résultante  de  cette  somme  et  de  P3. 

Analytiquement,  appelons  X<,  Y^,  Z|  ;  Xj,  Yo,  Z2;  Xj, 
Y3,  Z3  les  projections  des  vecteurs  composants  P<,  P2,  P3 
et  X,  Y,  Z  celles  du  vecteur  résultant  R.  Le  vecteur  AR  fer- 
mant le  contour  polygonal  AP1Q2R,  sa  projection  sur  un 
axe  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  côtés 
du  contour  sur  le  même  axe.  On  a  donc 

X  =  A|  -f-  Xj  -h  Xj, 

Y  =  Y,-t-Y,-^Y„ 
Z  =  Z|  -f-  Zj  -i-  Zs- 

Il  peut  arriver  que  la  somme  géométrique  soit  null^e;  cela 
aura  lieu  si  le  point  R  coïncide  avec  A;  alors  X,  Y,  Z  seront 
nuls. 

Cas  général.  —  Soient  n  vecteurs  P|,  Pa,  ...,  P/i  d'ori- 
gine commune  A.  Par  l'extrémité  P|  du  premier  menons  un 
vecteur  P^Qa  {^fig^  1 1)  égal  au  deuxième  P2,  par  Q2  un  vec- 
teur Q2Q3  égal  au  troisième  P3,  ...  et  ainsi  de  suite,  par 
Q/1-.1  un  vecteur  Q«_iR  égal  au  dernier  P;,.  La  droite  AR  est 
la  somme  géométrique  ou  résultante  des  vecteurs  donnés. 

Celte  somme  est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  on 
prend  les  vecteurs  composants  pour  les  porter  bout  à  bout. 
Cela  résulte  de  ce  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  de  deux 
vecteurs  composants  consécutifs  sans  en  altérer  la  somme  : 
en  effet,  si  J'on  intervertissait  Pa  et  P3,  on  aurait  à  mener 


II 
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par  P,   un  vecteur  P<  Q^  égal  à  Ps,  puis  par  Q^  un    vec- 
teur Q'j,  Q3  égal  à  Pj  ;  on 


Fig.  II. 


arriverait  ainsi  au  même 
point  Qj,  car  la  figure 
Pi  Q2  Qs  Q2  est  un  paral- 
lélogramme. Puisqu'on 
peut  intervertir  deux 
vecteurs  consécutifs,  on 
peut  les  ranger  dans  un 
ordre    quelconque    sans    '^'^^n^    [/ 

io-  ^ 


changer  leur  somme  gé( 
métrique.    Ce    fait    ré- 
sulte d'ailleurs  immédia- 
tement de  la  détermination  analytique  de  la  résultante. 

Si  Ton  appelle  Xi,  Y|,  Z^  ;  X2,  Ya,  Zj;  X„,  Y,„  Z;,  les 
projections  des  composantes,  X,  Y,  Z  celles  de  la  résultante, 
le  théorème  des  projections  donne 


■A.  —  \|  -f-  Xj  -+- . .  .  -f-  \nj 

/*  =  tâi  -+-  £j2  ~\~ .  .  •  ~+~  i^/j» 

Ces  valeursX,  Y,  Z  sont  évidemment  indépendantes  de  Tordre 
dans  lequel  on  prend  les  composantes. 

On  voit  aussi  que,  pour  faire  la  somme  géométrique  de 
vecteurs  concourants,  on  peut  les  partager  en  groupes  d'une 
façon  quelconque,  faire  la  somme  des  vecteurs  de  chaque 
groupe,  puis  la  somme  de  ces  sommes. 

Pour  exprimer  que  R  est  la  somme  géométrique  de  P|, 
P2,  . . .,  P/i)  nous  écrirons  en  mettant  des  parenthèses 

(R)  =  (P,)-f-(P,)-h...-f-(P«). 

6.  Différence  géométrique  ou  décomposition  d'un 
vecteur  en  vecteurs  concourants.  —  Dans  certains  cas  on 
décompose  un  vecteur  donné  en  vecteurs  concourants,  c'est- 
à-dire  qu'on  détermine  des  vecteurs  dont  le  vecteur  donné 
est  la  résultante.  Ce  problème  n'est  pas  déterminé  sous  cette 
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forme  générale,  pas  plus  que  ne  serait  en  Arithmétique  le 
problème  de  décomposer  une  somme  en  parties;  nous  allons 
en  examiner  quelques  cas  particuliers. 

1®  Décomposer  on  vectetcr  R  en  deux  composantes,  con- 
naissant l'une  de  ses  compo- 
santes.   —  Soit  AR  un   vec- 
'     teûr   {Jig'  12),  AP|    une    de 
ses  composantes,  l'autre  com- 
posante AP2  sera  égale  au  vec- 
teur P|R.  Ce  vecteur  P2  qui, 
ajouté  géométriquement  à  P| , 
donne  le  vecteur  R,  s'appelle 
la  différence  géométrique  de  R  et  P|  et  l'on  écrit 

(P,)  =  (R)-(Pi); 

cette  relation  peut  alors  être  considérée  comme  une  consé- 
quence de  la  relation 

(R)  =  (PO-i-(P,)- 

On  peut  construire  aussi  Pj  en  remarquant  que  Pa  est  la 
résultante  de  R  et  d'un  vecteur  ( —  P«)  égal  et  opposé  à  P, . 


Fig.  i3. 


2^  Décomposition  d'un  recteur  suivant  deux  directions.  — 

Soit  un   vecteur   AR   et  deux  di- 
rections   différentes    Ax    et    Ay 

^fig'  '3)  y"*  ^^^^  dans  un  même 
plan  avec  AR.  On  peut  toujours, 
et  d'une  seule  façon,  décomposer 
AR  sui\ant  ces  deux  directions  : 
pour  cela,  il  suffit  de  mener  par  R 
des  parallèles  aux  deux  directions 
données  et  de  prendre  les  points  P|, 
Pa  où  ces  parallèles  coupent  les 
droites  indéfinies  \x  et  Aj^;  les 
deux  \ecteurs  AP|  et  AP2  répon- 
dent à  la  ([ueslion. 


Fig.  14. 
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3^  Décompositioii  d'un  recteur  suivant  trois  directions 
données.  —  Soient  trois  direc- 
tions A  a:,  Ky  et  A  2,  formant 
un  trièdre  {fig-  i4);  on  peut 
toujours  décomposer  un  vecteur 
AR  en  trois  autres  dirigés  sui- 
vant ces  trois  directions  ;  pour  cela 
on  mène  par  R  des  plans  paral- 
lèles respectivement  aux  trois  plans 
^A^,  zAo?,  ^ ^y\  ces  trois  plans 
coupent  les  droites  indéfmies  A:r, 
Aj^,  A  2  en  trois  points  P|,  P2,  Pa; 
les  trois  vecteurs  AP|,  APa,  AP3 
répondent  à  la  question. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CINÉMATIQUE. 


7.  Cinématique.  —  En  Géométrie  on  considère  des  mou- 
vements indépendamment  de  la  notion  de  temps;  c'est  ainsi, 
par  exemple,  que  Ton  imagine  des  figures  qui  se  déplacent 
pour  être  transportées  sur  d'autres,  ou  des  figures  qui 
tournent  pour  engendrer  des  surfaces  et  des  volumes  ;  mais 
on  ne  se  préoccupe  pas  du  temps  pendant  lequel  se  font  ces 
mouvements  ni,  par  conséquent,  du  plus  ou  moins  de  rapi- 
dité avec  laquelle  ils  s'effectuent. 

En  Cinématique  on  fait  intervenir,  à  côté  de  l'idée  du  mou- 
vement, l'idée  du  temps.  On  peut  dire  que  la  Cinématique 
est  l'étude  des  mouvements  dans  leurs  rapports  avec  le 
temps.  Pour  évaluer  toutes  les  quantités  qu'on  définit  et 
qu'on  mesure  en  Cinématique,  il  suffit  de  faire  choix  de 
deux  unités  fondamentales  :  l'unité  de  longueur  et  l'unité  de 
temps. 

8.   Systèmes   invariables  ou  corps  solides.  -^  Les 

figures  géométriques  peuvent  être  considérées  comme  for- 
mées de  points.  On  peut  également  regarder  les  corps  ma- 
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tériels  comme  formés  d'un  grand  nombre  de  particules  assez 
petites  pour  que  la  position  de  chacune  d'elles  puisse  être 
définie  comme  celle  d'un  point;  on  appelle  alors  ces  parti- 
cules des /?oi/i/5  matériels. 

Un  système  de  points  géométriques  ou  matériels  est  dit 
invariable  ou  encore  solide  quand  les  distances  mutuelles 
de  ces  points  sont  invariables;  ces  points  sont  alors  immo- 
biles les  uns  par  rapport  aux  autres.  Les  corps  appelés  com- 
munément solides,  une  pierre,  un  morceau  de  fer  ou  de  bois, 
forment  des  systèmes  à  peu  près  invariables.  Certaines  figures 
géométriques  bien  définies  forment  également  des  systèmes 
invariables  :  tels  sont,  par  exemple,  un  triangle  dont  les  côtés 
ont  des  longueurs  déterminées,  une  sphère  de  rayon  constant, 
un  tricdre  trirectangle. 

Systèmes  non  invariables  ou  déformables.  —  Un  ensemble 
de  points  ne  formant  pas  un  système  invariable  constitue  un 
système  déformable  :  tels  sont,  par  exemple,  un  fil  flexible, 
un  ressort,  une  masse  d'eau  ou  d'air. 

9.  Du  mouvement;  sa  relativité.  —  Quand  on  dit  qu'un 
corps  est  en  repos  ou  en  mouvement,  on  sous-entend  tou- 
jours que  ce  repos  ou  ce  mouvement  ont  lieu  par  rapport  à 
certains  autres  corps  regardés  comme  fixes.  Par  exemple, 
quand  on  dit  qu'une  bille  posée  sui*  un  billard  est  immobile, 
cela  signifie  que  les  distances  des  divers  points  qui  forment  la 
bille  aux  divers  points  qui  forment  le  billard  sont  invariables; 
quand  la  bille  est  en  mouvement  sur  le  billard,  les  distances 
de  ses  divers  points  aux  points  du  billard  varient  avec  le 
temps.  Le  billard  est  en  repos  par  rapport  à  la  maison  qui 
le  contient;  celle-ci  est  en  repos  par  rapport  à  la  Terre;  mais 
la  Terre  est  en  mouvement  par  rapport  au  Soleil,  à  la  Lune, 
aux  planètes  ;  ces  divers  corps  sont  en  mouvement  les  uns  par 
rapport  aux  autres. 
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D'après  cela,  l'idée  de  mouvement  est  essentiellement  rela- 
tive; quand  on  dit  qu'un  corps  est  en  repos  ou  en  mouvement, 
cette  proposition  n'a  aucun  sens  si  l'on  n'indique  pas  quels 
sont  les  autres  corps  par  rapport  auxquels  on  définit  le  repos 
ou  le  mouvement. 

Repères  d'un  mouTement  ou  système  de  comparaison. 
—  On  appelle  repères  d'un  mouvement  ou  système  de 
comparaison  le  système  invariable  par  rapport  auquel  on 
étudie  un  mouvement.  Ainsi,  quand  on  dit  qu'un  voyageur 
est  en  repos  ou  en  mouvement  dans  son  compartiment,  on 
prend  comme  système  de  comparaison  le  compartiment. 
Quand  on  dit  qu'un  train  est  en  marche,  qu'une  pierre  aban- 
donnée à  elle-même  tombe  suivant  la  verticale,  que  le  Soleil 
se  lève  ou  se  couche,  on  prend  comme  système  de  compa- 
raison la  Terre.  En  Astronomie  et  en  Mécanique  céleste,  on 
étudie  les  mouvements  de  la  Terre,  des  planètes,  du  Soleil, 
par  rapport  à  l'ensemble  des  étoiles  dites  fixes  par  défi- 
nition; le  système  de  comparaison  est  alors  le  système  des 
étoiles  fixes. 

10.  Divisions  de  la  Cinématique. — Un  corps  quelconque 
pouvant  être  regardé  comme  formé  par  la  réunion  de  points, 
on  commence,  en  Cinématique,  par  étudier  le  mouvement 
d'un  point  géométrique  par  rapport  au  système  de  compa- 
raison choisi.  Une  fois  que  l'on  aura  bien  pénétré  les  parti- 
cularités que  présente  le  mouvement  d'un  point,  on  étudiera 
les  mouvements  des  corps  quelconques  en  les  envisageant 
comme  des  systèmes  de  points.  La  Cinématique  se  divise 
ainsi  tout  naturellement  en  cinématique  du  point  et  cinéma- 
tique des  systèmes;  cette  dernière  se  subdivise  en  cinéma- 
tique des  systèmes  invariables  ou  solides  et  en  cinématique 
des  systèmes  déformables. 

A.  -, 
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11.  Temps.  —  Nous  supposerons  le  temps  mesuré  par  une 
horloge  donnant  le  temps  moyen.  L'unité  de  temps  choisie 
pourra  être,  suivant  les  cas,  la  seconde,  la  minute,  Fheure,  le 
jour  moyen. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CINÉMATIQUE  DU  POINT. 


12.  Mouvement  d'un  point.  —  Pour  définir  le  mouve- 
ment d'un  point,  par  rapport  à  un  système  de  comparaison 
déterminé,  on  peut  procéder  de  deux  façons  que  nous  allons 
examiner  successivement. 

i**  Trajectoire;  loi  du.  mouvement.  —  Pour  connaître  le 
mouvement  d'un  point  M  par  rapport  à  un  système  de  com- 
paraison déterminé,  il  suffit  de  connaître  la  courbe  S' S  dé- 
crite par  le  point,  et  la  façon  dont  elle  est  décrite.  La  courbe 
S'S,  décrite  par  le  point, 
s'appelle   la  trajecloire  'g-  »  • 

du  mobile  {Jig.  1 5).  l^e-  __  y  t 

nons,  sur  cette  courbe, 
un  point  fixe  O  comme 
origine  des  arcs  et  un 
sens  positif  OS  :  la  position  du  mobile  M,  à  chaque  instant  /, 
sera  déterminée  par  la  valeur  algébrique  s  du  segment  cur- 
viligne OM. 

Ce  segment  s  a  une  valeur  unique  pour  chaque  valeur  nu- 
mérique positive,  négative  ou  nulle  du  temps  ^  On  peut  dire 
que  5  est  une  èertaine  fonction  du  teïnps 
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Celle  relation  entre  5  et  ^  s'appelle  V équation  du  mouve- 
ment sur  la  trajectoire. 

C'est  ainsi  que  l'on  peut  définir  la  position  d'un  train  sur 
une  ligne  de  chemin  de  fer  :  la  voie  constitue  la  trajectoire  ; 
riioraire  du  train  donne  la  distance  kilométrique  du  train  à 
la  gare  de  départ  à  chaque  instant. 

Quand  la  trajectoire  est  une  droite,  on  dit  que  le  mouve- 
ment est  rectiligne ;  quand  elle  est  une  courbe,  le  mouve- 
ment du  point  est  cur^'iligne;  en  particulier,  quand  la  trajec- 
toire est  une  circonférence,  on  dit  que  le  mouvement  du 
point  est  circulaire. 


16. 


2**  Emploi  d'un  système  de  coordonnées.  —  Imaginons 
trois  axes  de  coordonnées  (rectangulaires  ou  obliques)  inva- 
riablement liés  au  sys- 
tème   de  comparaison 

Soient  x^  j',  z  les 
coordonnées  d'un  point 
mobile  M;  pour  chaque 
valeur  numérique  du 
temps  /,  les  coordon- 
nées du  mobile  ont  des 
valeurs  déterminées  ; 
quand  t  varie,  x^  y^  z 
varient  d'une  manière  continue.  Donc  x^y^  z  sont  des  fonc- 
tions continues  de  t 


(0 


^  =  ?(0»      y  =  ^{t),      ^  =  7.(0. 


Pour  définir  le  mouvement,  il  suffit  de  connaître  ces  trois 
fonctions.  Les  équations  (  i)  s'appellent  les  équations  du  mou- 
vement sous  forme  finie. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  principales  propriétés 
du  mouvement  telles  qu'elles  se  présentent  dans  le  premier 
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iTîode  de  définition.  Nous  nous  occuperons  ensuite  des  mêmes 
propriétés  dans  le  deuxième  mode. 


I,  —  VITESSE. 

Il  existe,  pour  un  point  mobile,  deux  vecteurs  intimement 
liés  au  mouvement  à  chaque  instant  :  le  vecteur  vitesse  et  le 
vecteiir  accélération.  Nous  étudierons  d'abord  la  vitesse. 

13.  Mouvement  uniforme;  vitesse.  —  Imaginons  un 
mobile  parcourant  une  trajectoire  quelconque  (fig*  i5), 
courbe  ou  droite;  on  dit  que  le  mouvement  est  uniforme 
quand  le  mobile  marche  toujours  dans  le  même  sens,  de 
telle  façon  que  les  espaces  parcourus  soient  proportionnels 
aux  temps  employés  à  les  parcourir. 

Un  cycliste  suivant  une  route  à  une  allure  régulière  donne 
l'image  du  mouvement  uniforme.  S'il  fait,  par  exemple,  -j™  à 
la  seconde,  il  fera  i4'"  en  deux  secondes,  21'"  en  trois 
secondes,  3'",5o  en  une  demi-seconde,  etc. 

Équation  du  mouvement  uniforme.  —  Prenons,  sur  la  tra- 
jectoire (y?^.  i5),  un  point  fixe  O  comme  origine,  un  sens 
positif  OS  et  un  sens  négatif  OS'  pour  les  arcs  et  appelons  s 
le  segment  curviligne  OM  définissant  la  position  du  mobile 
sur  sa  trajectoire,  à  Tinstant  t.  Soit  Sq  la  valeur  de  5  à  l'ori- 
gine des  temps  t  =  o.  Le  rapport 

s  —  Sa 


est,  en  valeur  absolue,  égal  au  rapport  du  chemin  parcouru 
au  temps  employé  à  le  parcourir;  ce  rapport  a  donc  une 
valeur  absolue  constante  égale  au  chemin  parcouru  pendant 
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l'unité  de  lemps.  Nous  allons  voir,  en  outre,  que  le  signe  de 
ce  rapport  est  constant  et  que  ce  signe  indique  le  sens  dans 
lequel  se  meut  le  mobile. 

1°  Le  mobile  se  meut  dans  le  sens  positif  des  arcs;  alors, 
quand  le  temps  croît,  s  croît  également;  si  donc  /  est  positif, 
s  —  Sq  l'est  aussi  et  le  rapport  est  positif;  si  t  est  négatif, 
s  —  Sq  l'est  aussi  et  le  rapport  est  encore  positif;  on  a  donc 
dans  ce  cas 

—7—  -AT, 

k  désignant  une  constante  positive. 

2^  Le  mobile  se  meut  dans  le  sens  négatif  des  arcs.  Alors, 
quand  le  temps  croît,  s  décroît;  si  donc  t  est  positif,  s  —  Sq 
est  négatif  et  inversement;   le  rapport  est  donc  négatif  et* 
l'on  a 

k  désignant  une  constante  négaiis^e. 

En  résumé,  l'équation  du  mouvement  uniforme  est  dans 
tous  les  cas 

s  =  So-\-  kt. 

Réciproquement,  tout  mouvement  défini  par  une  équation 
du  premier  degré  entre  5  et  ^  de  la  forme  ci-dessus  est  uni- 
forme :  en  effet  le  mouvement  défini  par 

s  —  sq~\-  kt 

j)osscde,  quels  que  soient  Sq  et  /c,  les  deux  propriétés  qui 
caractérisent  le  mouvement  uniforme.  D'abord,  le  mobile  * 
marche  toujours  dans  le  même  sens,  car,  t  croissant,  s  aug- 
mente quand  k  est  positif  et  diminue  quand  k  est  négatif; 
ensuite  les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  temps 
employés  à  les   parcourir,   car,  en  appelant  as  la  variation 
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subie  par  l'arc  quand  /  croît  de  A^,  on  a 

ce  qui  démontre  la  deuxième  propriété. 

Vecteur  vitesse.  —  Pour  définir  entièrement  un  mouve- 
ment uniforme  sur  une  courbe  donnée,  il  suffit  de  connaître 
la  position  du  mobile  à  l'instant  /  =  o,  et  les  deux  éléments 
suivants  : 

1**  Le  sens  du  mouvement;  2^  r espace  parcouru  pen- 
dant  V unité  de  temps.  On  représente  ces  deux  éléments  à 
chaque  instant /,  par  un  \ecleurMV(yi«'.  1 5)  ayant  pour  ori- 
gine le  point  mobile,  pour  direction  la  tangente  à  la  trajec- 
toire, pour  sens  le  sens  du  mouvement,  et  pour  longueur 
l'espace  parcouru  pendant  Tunitéde  temps.  Ce  vecteur  M  V 
est  le  vecteur  vitesse.  Imaginons,  par  exemple,  un  cycliste 
qui  va  de  Paris  S'  à  Versailles  S,  par  la  route  S'OS,  d'un 
mouvement  uniforme,  et  supposons  que  ce  cycliste  fasse  -"* 
à  la  seconde.  Sa  vitesse  à  chaque  instant  sera  dirigée  tangen- 
tiellementà  la  route,  dans  le  sens  Paris-Versailles,  et  égale  à 
7°*  à  la  seconde  :  elle  sera  représentée  graphiquement  par  un 
vecteur  M  V  dont  la  longueur  sera  7  unités  à  l'échelle  adoptée 
pour  la  représentation  des  vitesses. 

Valeur  algébrique  de  la  vitesse.  —  Menons  à  la  trajectoire; 
la  tangente  MT  dans  le  sens  des  arcs  positijs  {fig^  i5)  ' 
pour  représenter  algébriquement  la  grandeur  et  le  sens  de  la 
vitesse,  on  appelle  valeur  algébrique  v  de  la  vitesse  la  lon- 
gueur MV  du  vecteur  vitesse,  précédée  du  signe  -f-  ou  du 
Signe  — ,  suivant  que  ce  vecteur  est  dirigé  dans  le  sens  po- 
sitif MT,  ou  en  sens  contraire. 

Supposons  que  le  temps  t  augmente  de  A/,  A/  étant  positif; 
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S  croît  d'une  quantité  A5  dont  le  signe  est  -|-  ou  — ,  suivant 
que  le  mobile  marche  dans  le  sons  positif  ou  le  sens  nt'gatif. 
On  a  alors  en  grandeur  et  en  signe 

car  la  valeur  absolue  du  rapport  -—  est  la  valeur  absolue  de 

l'eipace  parcouru  pendant  l'unité  de  temps,  et  le  signe  de  A5 
est  identique  à  celui  que  nous  convenons  de  donner  à  r. 
D'après  l'équation  du  mouvement  uniforme 

la  valeur  algébrique  v'  de  la  vitesse  est  précisément  égale  à  la 
constante  k]  car,  en  faisant  croître  t  de  A^,  on  a 

9=  ^  =A. 

Sig^niâcation  physique  des  constantes  qui  fig^urent  dans 
l'équation.  —  En  remplaçant  k  par  r,  on  peut  écrire  l'équa- 
tion générale  du  mouvement  uniforme 

OÙ  la  signification  des  constantes  est  en  évidence. 

La  première  Sq  est  la  valeur  algébrique  de  l'arc  OM  à  l'ins- 
tant /  =  o;  la  deuxième  r  est  la  valeur  algébrique  de  la  vi- 
tesse. 

En  particulier,  si  Ton  prend,  pour  origine  O  des  espaces  5, 
Il  position  du  mobile  à  l'instant  ^  =  o,  on  a 

So  =  o 

et  l'équation  du  mouvement  uniforme  prend  la  forme  simple 

s  =  vt. 
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Choix  des  unités.  —  Les  espaces  parcourus  sont  mesurés 
à  l'aide  d'une  certaine  unité  de  longueur  qui  peut  être,  sui- 
vant les  cas,  le  centimètre,  le  mètre,  le  kilomètre  ;  s  et,  par 
suite,  A^  sont  donc  des  nombres  algébriques  dont  la  valeur 
absolue  exprime  des  centimètres,  des  mètres  ou  des  kilo- 
mètres. 

De  même  les  temps  t  et  A^  sont  mesurés  à  l'aide  d'une 
certaine  unité  qui  peut  être,  suivant  les  cas,  la  seconde,  la 
minute,  l'heure,  le  jour  ou  même  Tannée. 

Dans  ces  conditions,  la  vitesse  ç  du  mouvement  est  un 
nombre  algébrique  dont  la  valeur  absolue  dépend  du  choix 
des  unités  de  longueur  et  de  temps.  Quand  on  énonce  un 
nombre  représentant  la  valeur  absolue  d'une  vitesse,  il  faut 
dire  quelles  sont  les  unités  adoptées.  Par  exemple,  si  l'on 
prend  comme  unité  de  longueur  le  mètre  et  comme  unité  de 
temps  la  seconde,  on  dit  que  le  mobile  a  une  vitesse  de  tant 
de  mètres  à  la  seconde.  Ainsi  le  cycliste  dont  nous  parlons 
plus  haut  possède  une  vitesse  de  7"*  à  la  seconde  ;  dans  le  sys- 
tème d'unités  (mètre,  seconde),  cette  vitesse  est  exprimée 
par  le  nombre  7.  On  pourrait  dire  aussi  que  ce  même  cycliste 
a  une  vitesse  de  420™  à  la  minute  ou  de  20''™,  200  à  l'heure. 

14.  Mouvement  varié.  —  Imaginons,  comme  au  n°  12, 
un  mobile  parcourant  une  trajectoire  déterminée  suivant 
une  certaine  loi  définie  par  Féquation 

Si  le  mouvement  n'est  pas  uniforme,  c'est-à-dire  si/(t) 
n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  /,  on  dit  qu'il  est  varié.  A 
chaque  forme  de  la  fonction  /{t)  correspond  une  espèce 
particulière  de  mouvement  varié. 

A  mesure  que  le  temps  s'écoule,  t  varie  en  croissant;  le 
mobile  marche  dans  le  sens  positif  des  arcs  quand  s  augmente 
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avec   /,  c'est-à-dire  quand   la   dérivée  ^   est    positive  ;     îl 
marche,  au  contraire,  dans  le  sens  négatif  des  arcs   quand 

dt 


s  diminue  lorsque  t  croît,  c'est-à-dire  quand  la  dérivée  -^ 


est  négative. 

Vecteur  vitesse  à  un  instant  donné  t.  —  Quand  un  voja- 
geur,  assis  dans  un  train,  dit  :  «  En  ce  moment,  nous  mar- 
chons avec  une  vitesse  de  8o''™  à  l'heure»,  il  exprime  une 
idée  comprise  de  tout  le  mopde;  le  voyageur  veut  dire,  en 
effet,  que,  si  le  train  continuait  à  marcher  à  l'allure  qu'il  a, 
au  moment  t  considéré,  il  parcourrait  80*^™  en  i**. 

En  cherchant  à  préciser  cette  idée,  on  est  conduit  à   la 
notion  de  vitesse  à  l'instant  t. 

Imaginons  un  mobile  occupant  la  position  M  à  l'instant  l 
et  la  position  M^  à  l'instant  postérieur  ^  +  A/  ij^ê^'  ^7)?  ^^ 
étant  positif  et  très  petit.  L'allure  du  mouvement  du  mobile 
variant  très  peu  pendant  Tinlervalle  de  temps  très  court  At, 
on  peut  regarder  approximativement  le  mouvement  comme 
uniforme  pendant  le  temps  Af  et  prendre  pour  valeur  appro- 
chée de  la  vitesse  du  mouvement  varié,  entre  les  points  M 
etM|,  le  vecteur  MV^  tangent  à  la  trajectoire  en  M,  mené 
dans  le  sens  MMi,  ayant  pour  longueur 

-__,        arcMMi 

Rigoureusement  parlant,  ce  vecteur  serait  la  vitesse  que 
posséderait  un  mobile  fictif  parcourant  Tare  MMi  d'un  mou- 
vement uniforme,  partant  de  M  en  mcrae  temps  que  le  mo- 
bile vrai  et  arrivant  en  M|  en  nif^me  temps  que  lui. 

Le  mouvement  de  ce  mobile  fictif  est  d'autant  plus  voisin 
du  mouvement  du  véritable  mobile  que  A^  est  plus  petit. 

On  appelle  alors  vecteur  vitesse  à  l'instant  t  le  vecteur 
limite  MV  vers  lequel  tend  MV»  quand  àt  tend  vers  o. 
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Ce  vecteur  llmile  MV  est  tangent  à  la  courbe  trajectoire, 
clans  le  sens  du  mouvement  à  l'instant  /  et  il  a  pour  lon- 
gueur 

-.-,      ,.     arc  MMi 
MV=  hm — — 

pour  A/  =  o. 

En  résumé,  la  vitesse  du  mobile  M  à  l'instant  t  est  un  vec- 
teur MV,  caractérisé  par  les  éléments  suivants  : 

1^  Point  d' application,  la  position  du  mobile  M  à  l'ins- 
tant /; 

î4**  Direction,  la  tangente  à  la  trajectoire  ; 
3^  Sens,  le  sens  du  mouvement  à  l'instant  t; 

4**  Grandeur,  la  valeur  absolue  de  lim  — — — - ,  c'est-à-dire 

de  la  limite  du  rapport  du  chemin  parcouru  à  partir  de  M  au 
temps  employé  à  le  parcourir  quand  ce  temps  tend  vers  o. 

Valeur  algébrique  de  la  vitesse  à  l'instant  /.  —  Menons  la 
tangente  MT  en  M  dans  le  sens  positif  des  arcs  s  et  appelons 
A^  la  valeur  algébrique  de  l'arc  MMj.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  pour  le  mouvement  uniforme,  le  vecteur  MV», 
estimé  positivement  dans  le  sens  MT,  a  pour  valeur  algé- 
brique 

'^=Tt' 

Quand  It  tend  vers  zéro,  le  vecteur  MA^atend  vers  le  vec- 
teur vitesse  MV  à  l'instant  /,  et  la  valeur  algébrique  Ta  de 
MVa  tend  vers  la  valeur  algébrique  cherchée  v  de  MV.  On  a 

donc 

\s  _  ds 
'Kï  ~'  di 


V  =  liinCft=  lim  -^-^  =  — ;, 


-j-  étant  la  dérivée  de  l'arc  s  par  rapport  au  temps. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

La   valeur  algébrique  .i^  de   la  vitesse  à  l'instant  t, 


28  COURS   DE   MÉCANIQUE. 

estimée  positivement  dans  le  sens  des  arcs  positifs,  est 
égale  à  la  dérivée  --r  de  Varc  s  par  rapport  au  temps. 

On  voit,  comme  vérification,  que  cette  vitesse  v  est  dirigée 

dans  le  sens  des  arcs  positifs  ou  le  sens  opposé,  suivant  que 

ds 

-j-  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant  que  s  croît  ou 

décroît  quand  t  augmente. 


15.  Vitesse  moyenne  d'un  mobile  pendant  un  inter- 
valle de  temps  a^  :  vitesse  à  Tinstant  /.  —  On  peut 
arriver  à  la  notion  de  vitesse  à  l'instant  t  par  une  autre  voie, 
consistant  à  introduire  d'abord  un  vecteur  que  Ton  appelle 
vitesse  moyenne  du  mobile  pendant  un  intervalle  de 
temps  A^. 

Soient  M  et  Mi  les  positions  du  mobile  sur  la  trajectoire 

aux  instants.  ^  et  ^  +  A^.  Portons  sur  MM, ,  dans  le  sens  MM| , 

une  longueur  MW  égale 
Fig.  17.  \  corde  MM|  ,  y,  v    , 

» — Â7 — ifg'  ï7);i^ 

_*       vecteur    MW    s'appelle 
vitesse  moyenne  du  mo- 
bile pendant  le  temps  \t  ; 
c'est  la  vitesse  que  pos- 
séderait un  mobile  fictif  animé  d'un  mouvement  rectilignc 
uniforme  qui  parcourrait  le  segment  de  droite  MM,  dans  le 
temps  A^. 

On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Le  vecteur  vitesse  MV  à  V instant  t  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  la  vitesse  moyenne  MW,  quand  ^t  tend  vers 
zéro. 

En  efl'et,  quand  \t  tend   vers  zéro,  M,   tend  vfers  M;  le 
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vecteur  MW  tend  donc  vers  un  vecteur  limite  qui  présente 
los  caractères  suivants  : 

i**  11  est  appliqué  au  point  M; 
'2^  11  est  tangent  à  la  trajectoire  en  M; 
3**  Il  est  dirigé  dans  le  sens  du  mouvement  en  M,  car  MW 
est  dirigé  dans  le  sens  MMi  ; 
4^*  11  a  pour  grandeur 

,.     corde  MMt 

'"«—M — ' 

ce  que  l'on  peut  écrire 


ou,  enfin, 


,.     corde  MM|    ,.     arc  MMt 
arc  MMi  \t 


,.     arc  MM  1 

'""—Si—' 


car  le  premier  rapport  tend  vers  i ,  comme  étant  le  rapport 
d'une  corde  infiniment  petite  à  l'arc  qu'elle  sous-tend. 

La  valeur  limite  de  MW  est  donc  bien  la  vitesse  MV  à 
Finstant  t. 

16.  Exemples.  —  i®  Soit  un  mouvement  défini  par 

I 

s  =z  Sq-^VqI  4- -y'   » 

^o;  (^oj  Y  ^^^^^  ^^^  constantes.  La  vitesse  à  l'instant  t  a  pour 
valeur  algébrique 

elle  varie  proportionnellement  aux  temps, 
a®  Soit  un  mouvement  défini  par  l'équation 
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a  et  A"  désignant  des  constantes  positives.  La  vitesse  à  l'ins- 
tant t  est 

p  =  —  ak  er^^  ; 

elle  est  négative  et  diminue  en  valeur  absolue  quand  /  croît. 
Le  mobile  s'approche  indéfiniment  de  l'origine  O  des  arcs 
avec  une  vitesse  qui  tend  vers  zéro. 

17.  Cas  particulier    :    mouvement    curviligne   uni- 
forme. —  Dans  un  mouvement  uniforme 

la  vitesse  à  un  instant  quelconque  doit  évidemment  être 
égale  à  la  vitesse  même  du  mouvement,  c'est-à-dire  à  la 
constante  k. 

On  a,  en  effet, 

ds      . 

P  =  -,     =  AT. 

dt 

Réciproquement,  si,  dans  un  mouvement  curviligne,  la 
valeur  algébrique  de  la  vitesse  est  constante,  le  mouvement 
est  uniforme.  En  effet,  l'équation 

ds 

-y  =  k 

dt 
donne,  en  remontant  aux  fonctions  primitives, 

5  =  50-+-  kt^ 

ce  qui  est  l'équation  d'un  mouvement  uniforme. 

Le  mouvement  curviligne  uniforme  est  donc  caractérisé 
par  ce  fait  que  le  vecteur  vitesse  a  une  grandeur  constante; 
mais  la  direction  de  ce  vecteur  est  variable,  car  il  est  tangent 
\\  la  trajectoire. 

Ona  un  exemple  grossier  de  mouvementcurviligne  uniforme 
en  prenant  un  train  de  chemin  de  fer  en  marche  entre  deux 
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Stations  :  le  mouvement  du  train  est  sensiblement  uniforme  ; 
la  valeur  algébrique  i^  de  la  vitesse  est  constante.  Si  le  train 
marche  dans  le  sens  choisi  comme  positif  sur  la  voie,  ç^  est 
une  constante  positive;  dans  le  cas  contraire,  ç»  est  une 
constante  négative.  La  vitesse  est  alors  ordinairement  exprimée 
en  kilomètres  àTheure;  elle  peut  dépasser,  pour  les  trains 
rapides,  80^"  à  Theure. 

18.  Cas  particulier  :  mouvement  rectiligne.  —  Suppo- 
sons que  le  mouvement  soit  rectiligne,  c'est-à-dire  que  la  tra- 
jectoire soit  une  ligne 
droite  j^'Oj?  {/ig^  18). 

On  prendra  alors  sur       x^  *o        mI       iS        ^       ^ 

cette   droite   une    ori- 
gine O,  un  sens  positif  Ox;  Tare  s=  OM  allant  de  O  à  la 
position  M  du  mobile  à  l'instant  t  se  confond   avec  l'ab- 
scisse X  du  point  M  sur  Taxe  x'Ox.  L'équation  du  mou- 
vement est  de  la  forme 

Le  vecteur  vitesse  MV,  à  l'instant  ^,  est  dirigé,  suivant 
Taxe,  dans  le  sens  du  mouvement  à  l'instant  considéré  ;  sa 
valeur  algébrique  i»,  estimée  positivement  dans  le  sens  Ox, 
est 

Propriété  caractéristique  du  mouvement  rectiligne.  —  On 
voit  que,  dans  un  mouvement  rectiligne,  le  vecteur  vitesse 
a  une  direction  constante. 

Cette  propriété  est  caractéristique  du  mouvement  recti- 
ligne. Si  la  vitesse  d'un  mouvement  a  une  direction  con- 
stante, le  mouvement  est  rectiligne. 

En  effet,  la  vitesse  est  tangente  à  la  trajectoire;  si  celle 
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vitesse  a  une  direction  constante,  la  trajectoire  est  une  ligne 
telle  que  sa  tangente  ait  une  direction  constante;  c'est 
donc  une  ligne  droite. 

Propriété  caractéristique  d'un  mouvement  rectiligne  uni- 
forme. —  Si  un  mouvement  rectiligne  est  de  plus  uniforme, 
la  vitesse  est  non  seulement  constante  en  direction,  mais  elle 
Test  aussi  en  grandeur. 

Ces  propriétés  caractérisent  le  mouvement  rectiligne  uni- 
forme. En  effet,  si  la  vitesse  a  une  direction  constante,  le 
mouvement  est  rectiligne  ;  si,  de  plus,  elle  a  une  grandeur 
constante,  le  mouvement  est  uniforme. 

19.  Cas  particulier  :  mouvement  circulaire  quel- 
conque; vitesse  angulaire  à  un  instant —  Soit  {fig^  19) 

un  mobile  M  décrivant,  suivant 
une  loi  quelconque,  une  cir- 
conférence fixe  de  rayon  R  et 
de  centre  C.  Prenons  un  point 
fixe  O  de  la  circonférence  comme 
origine  des  arcs  et  faisons  choix 
d'un  sens  positif  OS  pour  les 
arcs,  le  sens  opposé  OS'  étant 
négatif;  sur  la  figure,  nous  adop- 
tons comme  sens  positif  celui 
de  la  trigonométrie.  Soient  s  le 


F'»g-  19- 


segment  curviligne  OM,  MT  la 

tangente  à  la  circonférence  dans 

le  sens   des  arcs  positifs.    Pour   définir  le  mouvement  du 

point  M,  il  faut  supposer  que  s  est  une  fonction  donnée  de  / 

s^-f(t)- 


La  valeur  algébrique  v^  du  vecteur  vitesse  MV,  dans  la  po- 


si  lion  M,  est 
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ds 


P  =  — ,-  =  Si, 

dt        ' 


Dans  le  cas  de  la  figure  19,  k>  serait  positif,  car  MV  est  di- 
rigé dans  le  sens  Mï. 

Vitesse  angulaire  à  l'instant  t,  —  Décrivons  de  G  comme 
centre,  avec  l'unité  de  longueur  comme  rayon,  une  circonfé- 
rence auxiliaire. 

Soient  O',  M' les  points  où  les  rayons  GO,  CM  rencontrent 
cette  circonférence  ;  appelons  9  Parc  O'M'  compté  positive- 
ment autour    du   point  G  dans  le   même   sens   que    OM. 

L'arc  8  =  O'M',  ainsi  défini,  mesure  l'angle  au  centre  OGM, 
suivant  la  méthode  adoptée  en  trigonométrie.  Enfin,  menons 
en  M' la  tangente  M'T'  à  la  circonférence  auxiliaire  dans  le 
sens  des  6  positifs.  Pendant  que  le  point  M  se  meut  sur  sa 
circonférence,  le  point  M' se  meut  sur  la  circonférence  auxi- 
liaire ;  ce  dernier  point  possède,  à  l'instant  ^,  une  vitesse 
dont  la  valeur  algébrique  w  estimée  positivement  dans  le 
sens  M' T' s'appelle  vitesse  angulaire  du  mobile  M,  ou  aussi 
vitesse  angulaire  du  rayon  OM;  on  a  donc 

dt        ' 

puisque  l'arc  O'M'  est  6.    . 

Comme  les  arcs  OM  et  O'M'  sont  décrits  dans  les  mêmes 
sens  de  rotation  et  sont  proportionnels  aux  rayons  GO  =  H 
et  GO'  =  I ,  on  a 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 

p  =  Ra>, 

formule  qui   donne  la  valeur  algébrique  de   la  vitesse  du 
A.  3 
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point  M  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  du  rayon  OM. 

On  appelle  quelquefois  ç  la  vitesse  linéaire  du  mobile  M. 
par  opposition  avec  le  nom  de  vitesse  angulaire  du  même 
mobile  donné  à  eu. 

Géométriquement,  la  relation  c  =  Ro)  signifie  que  les 
extrémités  des  vecteurs  r  et  lo  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  C. 

Mouvement  circulaire  uniforme.  —  Supposons,  en  particu- 
lier, que  le  mobile  M  parcoure  la  circonférence  d'un  mouve- 
ment uni/orme.  Les  vitesses  linéaire  et  angulaire  v  et  w  sont 
alors  constantes  en  grandeur  et  en  signe.  La  grandeur  de 
chacune  de  ces  vitesses  est  le  chemin  parcouru  parle  mobile 
correspondant  M  ou  M'  pendant  Tunité  de  temps. 

Soit  T  la  durée  d'une  révolution  complète  du  mobile  ;  Tare 
parcouru  pendant  le  temps  T  par  le  mobile  M  ayant  pour 
longueur   2  7tR,  la  valeur  absolue   de  la  vitesse  de  M   est 

-7=—;  de  même,  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire  (vitesse 
de  M')  est-?p^«  Dans  ce  cas,  on  a  donc 

où  il  faut  prendre  -f-  ou  — ,  suivant  le  sens  de  la  rotation. 

Dans  les  applications,  on  prend  ordinairement  comme 
sens  positif  le  sens  même  de  la  rotation  ;  alors 

•>.  ir  R  •;».  Tt  ^ 

V=—Pfr'9  W=-;j;-,  t' =  Rw. 

Suivant  que  l'unité  de  temps  est  la  seconde  ou  la  minute, 
on  dit  que  w  est  la  \ilesse  angulaire  à  la  seconde  ou  à  la  mi^ 
nute. 

Exemple.   —  La  pointe  d'une  aiguille  d'une  montre  ou 
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d'une  horloge  est  animée,  par  rapport  au  cadran,  d'un 
mouvement  circulaire  qui  est  sensiblement  uniforme,  quoique, 
en  réalité,  il  se  fasse  par  petites  saccades.  La  petite  aiguille 
faisant  un  tour  en  1 2  heures,  c'est-à-dire  en  1 2. 60*  secondes, 
sa  vitesse  angulaire  à  la  seconde  est 

(O  = 


j  2 .  60*  ' 


si  /•  désigne  la  longueur  de    la   petite    aiguille,    la    vitesse 
linéaire  de  la  pointe  est 


9.Tzr 
V  = 


19.. 60* 


La  grande  aiguille,  faisant  un  tour  en  i  heure  et  ayant  une 
longueur  R,  a  pour  vitesse  angulaire 


1       ) 


son  extrémité  a  pour  vitesse  tioéaire 

2TCR  R 

V=  -^-r-  =12-  Ç. 

60*  r 

Si  R  =  a*'",  la  pointe  de  la  grande  aiguille  a  une    vitesse 
linéaire  de 

60* 

centimètre  à  la  seconde,  c'est-à-dire  à  peu  près  3^  de  cen- 
timètre à  la  seconde  en  prenant  4^^  =  12. 


EXERCICES  SUR  LE   PARAGRAPHE    I. 


1.  Quand  un  point  pesant  tombe  dans  le  vide  suivant  une.  verti- 
cale Oxy  la  loi  du  mouvement  est,  en  prenant  comme  sens  positif 
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Je  sens  de  haut  en  bas, 

I 

2 

Trouver  la  vitesse  au  temps  /. 
Réponse  : 

â.  Problème  des  courriers  sur  une  ligne  non  fermée.  —  Étant 
donnée  une  ligne  non  fermée,  comme  une  ligne  droite,  une  para- 
bole, etc.,  on  imagine  deux  mobiles  se  trouvant  à  Tinstant  ^  =  o  en 
deux  points  donnés  de  la  ligne  et  décrivant  chacun  la  ligne  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  donnée;  on  demande  si  les  mobiles 
se  rencontrent,  où  et  quand  ils  se  rencontrent. 

En  prenant  une  origine  O  des  arcs,  les  mouvements  des  deux 
mobiles  sont  définis  par  deux  équations  de  la  forme 

pour  avoir   l'instant  de   la   rencontre,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
trouve  pour  t  une  valeur  telle  que 

s  =  Si. 

Discussion. 

3.  MÊME  problème  quand  les  mobiles  décrivent  une  courbe 
fermée,  comme  une  circonférence,  une  ellipse,  ....  —  Soit  L  la 
longueur  totale  de  la  courbe;  pour  qu'il  y  ait  rencontre  à  l'instant  f, 
il  faut  et  il  suffît  qu'à  cet  instant  la  différence  des  arcs  s  —  Si  soit 
un  multiple  positif  ou  négatif  de  L, 

s  —  *|  =  AL, 

où  A-  =  o,  ±  f ,  ±2,  .... 

On  a  ainsi  une  infinité  d'époques  de  rencontres  successives. 

4.  Solution  des  deux  problèmes  précédents  pour  deux  mouve- 
ments variés  quelconques 

s=/(t),         ^•,=/,(0- 
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Si  la  courbe  est  indéfinie,  il  y  aura  rencontre  aux  instants  tels  que 

/(<)=/i(0- 

Si  elle  est  fermée,  aux  instants  tels  que 

/(0~/i(0  =  ^L        (A:  =  o,  ±1,  ±2,  ...). 

5.  Trouver  un  mouvement  sur  une  trajectoire  donnée  sachant 
qu'à  Tinstant  f  =  o,  le  mobile  occupe  le  point  A.,  s  =  a,  et  qu'à  un 
instant  quelconque  t,  la  valeur  algébrique  de  sa  vitesse  est  de  Tune 
des  formes  suivantes  : 


(I) 

v  =  As, 

(") 

*c  =  *v^,        . 

(III) 

V  =  ks*, 

(IV) 

f  =  -         (k  constant). 

Réponses  : 

(j) 

s  —  ae^^, 

(11) 

s  =  \  (/il  —  îi/â)*» 
4 

(III) 

a 

I  —  akt 

s  ==-^  ^-zkt  -h  a*. 

ds 
On   trouve  ces  formules  en  remplaçant  v  par  ->-»  séparant  les 

variables  s  et  /,  puis  intégrant. 

6.  Trouver  les  mouvements  de  deux  mobiles  sur  une  circonfé- 
rence de  rayon  H  sachant  que  ces  mobiles  partent,  à  l'instant  ^  =  o, 
de  deux  points  A  et  B  diamétralement  opposés  et  ont,  à  un  instant 
quelconque  f,  des  vitesses  égales  et  dirigées  dans  des  sens  de  circu- 
lation opposés,  dont  la  valeur  absolue  commune  est  proportionnelle 
à  la  distance  des  deux  mobiles. 

Réponse  : 

Prenons  comme  origine  des  arcs  l'extrémité  O  du  rayon  CO  per- 
pendiculaire au  diamètre  AB  et  appelons  0  et  c  les  angles  que  font 


La  relation 
donne 
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les  rayons  OM  et  OMi  aboutissant  aux  deux  mobiles,  avec  l'axe  CO. 
On  a 

V  =  —  i^i  =  A'  2  R  sin  — '—^  • 

2 

i>  =  —  i>i 
6  =  —  çp-+-  const.; 

comme  à  l'instant  ^  =  o, 

0  =  ->  ç  = > 

2  ^  2 

la  constante  est  nulle  et  l'on  a 

Il  vient  alors 

— -  =  2A-sinO, 
at 

log  tang-  =  2  A/, 

sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  /  =  o, 

6 
tang  -  =  I . 
"  2 

7.  Courbe  du  chien  ou  courbe  de  poursuite.  —  Un  homme  U 
se  promène  sur  une  route  rectiligne  Oy  d'un  mouvement  uniforme 
de  vitesse  k,  A  l'instant  f  =  o,  l'homme  est  en  0  et  appelle  son 
chien  qui  se  trouve  en  A  sur  l'axe  Ox  perpendiculaire  à  O^,  à  une 
distance  OA  =  a.  Le  chien  court  vers  son  maître  avec  une  vitesse 
constante  double  r  =  ik^  de  façon  à  être,  à  chaque  instant,  dirigé 
vers  son  maître,  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  la  vitesse  GV  du 
chien  soit  dirigée  vers  l'homme  H.  Trouver  la  courbe  décrite  par  le 
chien  et  le  temps  qu'il  met  à  rattraper  son  maître? 

Réponse  : 

On  a 

0H  =  A7; 
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soient  X  et  y  les  coordonnées  du  chien  C  à  J'inslànt  t  ei  s  l'arc  AG; 
l'on  a  aussi 

fly         y  —  /^t 

s  =  vt,         -r-  = » 

dx  X 

où  la  deuxième  équation  exprime  que  le  coeffîcicnt  angulaire  de  la 

tangente  à  la  courbe  est  égale  à  celui  de  CH.  Remplaçant  t  par  - 
et  V  par  %k^  Ton  a 

i   \  dy       s 

Telle  est  Féquation  définissant  la  courbe. 
Soit,  pour  abréger, 

^-  v'- 

dx  ~'^' 

Ton  a 

ds  , j- 

OÙ   il  faut  prendre  — ,  car  s  augmente  quand  x  diminue.  L'équa- 
lion  (i),  dérivée  par  rapport  à  or,  devient 


—  ^  =  -^/r:i^'. 


dx  'x 

dy'  I   dx 


En  intégrant 

L(y+/7T7ï)=iLx-iLa, 

■ 

car,  à  l'instant  initial  ar  =  a,  ^'=  o.  On  en  déduit 


dy.  ^  if*/f  _4/iY 
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d'où  Féquation  de  la  courbe 

car  y  =^  o  pour  x  ■=  a. 

Le  chien  rattrape  son  maître  quand  â^  =  o  ;  alors 

et 

2  a 


I7 

8.  Même  question  en  supposant  que  le  rapport  y  des  vitesses  soii 

A" 

un  nombre  quelconque  /i  >  i. 


II.  —  \CCELERATION. 

20.  Accélération;  hodographe.  —  Dans  un  mouve> 
ment  varié  le  vecteur  vitesse  ne  reste  pas  le  même,  car  sa 
grandeur  ou  sa  direction,  ou  à  la  fois  sa  grandeur  et  sa  direc- 
tion changent  d'un  instant  à  l'autre.  Pour  mesurer  la  rapidité 
avec  laquelle  le  vecteur  vitesse  varie,  on  introduit  un  nouveau 
vecteur  qu'on  nomme  le  vecteur  accélération  ou,  plus  sim- 
plement, \  accélération. 

Imaginons  un  mobile  M  qui  parcourt  une  certaine  trajec- 
toire suivant  une  certaine  loi. 

Soient  MV,  M,  V|  les  vitesses  du  mobile  aux  instants  t  et 
t  -^  \t  {Jig'  20).  Menons  par  M  un  vecteur  MU  égal  et  paral- 
lèle à  M|  V|  et  soit  MH  la  différence  géométrique  entre  MU 
et  MV,  c'est-à-dire  la  grandeur  géométrique  qu'il  faut  com- 
poser avec  MV  pour  obtenir  MU.  Si  Ton  porte  sur  MH  une 

longueur  M^  égale  à  -— >  le  vecteur  M^  est  Y  accélération 
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moyenne. du  mobile  pendant  le  temps  A/.  Quand  A/  tend  vers 
zéro,  ce  vecteur  M^  tend  vers  une  limite  Mv,  qu'on  nomme 
accélération  du  mobife  à  V instant  t. 

Comme  le  plan  MVU  a  pour  limite  le  plan  osculateur 

Fig.  20. 


V,         0 


en  ^  à  la  trajectoire,  l'accélération  M  y  est  située  dans  le 
plan  osculateur  en  M. 

Quand  la  [trajectoire  est  plane,  le  plan  osculateur  se  con- 
fond avec  le  plan  même  de  la  trajectoire  et  l'accélération  est 
dans  ce  plan. 


Hodographe.  —  On  ramène  facilement  la  notion  d'accé- 
lération à  celle  de  vitesse. 

Imaginons  un  mobile  M  qui  parcourt  une  certaine  courbe. 
Soit  M  sa  position  à  l'instant  t^  MV  le  vecteur  vitesse 
(Jig»  20)  :  pour  nous  rendre  compte  de  la  façon  dont  ce 
vecteur  varie  avec  /,  prenons  un  point  fixe  arbitraire  O 
et  menons  par  ce  point  un  vecteur  OM'  égal  et  parallèle  au 
vecteur  vitesse  MV.  Si  la  vitesse  du  mobile  M  ne  changeait 
ni  en  grandeur,  ni  en  direction,  le  point  M'  resterait  immo- 
bile. Mais,  t  variant,  le  vecteur  MV  change  ;  le  point  M',  extré- 
mité du  vecteur  OM',  se  déplace  en  parcourant,  suivant  une 
certaine  loi,  une  ligne  h  qu'on  appelle  hodographe  du  mou- 
vement du  point  M.  Ainsi,  à  un  autre  instant  t  -f-  A^,  le  mo- 
bile M  est  en  M|,  sa  vitesse  est  le  nouveau  vecteur  MiV^  ;  en 
menant  OM',  égal  et  parallèle  à  MjV,,  on  a  le  point  M',  de 


1 
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rhodographe   correspondant  à  la  nouvelle  position  Mj    du 
mobile. 

Le  triangle  MVU  ayant  ses  côtés  égaux  et  parallèles  à  ceux 
du  triangle  OM'Mp  le  vecteur  MH,  égal  et  parallèle  à  VU, 
est  égal  et  parallèle  à  M'M'^  et  l'accélération  moyenne 

MMÏÏÏÏ 

du  mobile  M  est  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  moyenne 

i,m i%^ri      corde  M' M', 
M  W  = — 

du  mobile  M'  (n^  18). 

Quand  A/  tend  vers  zéro,  M  p  tend  vers  l'accélération  My 
de  M,  à  l'instant  /,  et  M' W  vers  la  vitesse  M' V  du  mobile  M' 
au  même  instant.  L'accélération  My  de  M  à  l'instant  t  est 
donc  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  M'V  de  M'  au  même 
instant. 

En  résumé,  l'accélération  du  mobile  M  est,  à  chaque  ins- 
tant /,  un  vecteur  My  appliqué  au  point  M,  égal  en  grandeur, 
direction  et  sens,  au  vecteur  vitesse  M'V  du  point  corres- 
pondant M'  sur  rhodographe. 

On  peut  dire,  sous  forme  abrégée,  que  Vaccéléraiion  est 
égale  à  la  vitesse  avec  laquelle  varie  le  vecteur  vitesse. 

Dans  cette  façon  d'envisager  l'accélération,  on  voit  facile- 
ment (|u'elle  est  située  dans  le  plan  osculateur  en  M  à  la 
trajectoire.  Les  droites  telles  que  OM'  engendrent  un  cône 
ayant  pour  commet  O  et  pour  base  l'hodographe  hh\  ce  cône 
est  le  cône  directeur  des  tangentes  à  la  trajectoire,  puisque  ses 
diverses  génératrices  O'M'  sont  parallèles  aux  tangentes  MV 
à  la  trajectoire.  Le  vecteur  M'V  est  évidemment  situé  dans 
le  plan  tangent  OM'V  à  ce  cône  le  long  de  OM';  mais  on 
sait  que  ce  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  osculateur 
en  M  :  l'accélération  M  y  égale  et  parallèle  à  M'V  est  donc 
dans  le  plan  osculateur  en  M. 
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21.  Projections  de  raccélération  sur  la  tangente  et  sur 
la  normale  principale  à  la  trajectoire.  —  Imaginons  un 
mobile  M  décrivant  une  trajectoire  quelconque  dans  l'es- 
pace. Prenons,  sur  cette  trajectoire  (  fig.  21),  une  origine  O' 
et  un  sens  positif  O'S  des 
arcs  5.  Supposons,  comme 
au  n**  12,  le  mouvement  dé- 
fini par  l'expression  de  l'arc 
0'M=:5  en  fonction  du 
temps  /.  Menons  au  point  M 
la  tangente  MT  à  la  trajec- 
toire, dans  le  sens  des  arcs 
positifs,  et  la  normale /?r£/i- 
cipale  MN  dans  la  con- 
cavité de  la  trajectoire, 

en  nous  rappelant  que  la  normale  principale  est  la  normale 
située  dans  le  plan  osculateur.  L'accélération  My  du  mobile 
étant  un  vecteur  contenu  dans  le  plan  osculateur  TMN,  il 
suffit,  pour  la  déterminer,  de  connaître  ses  deux  projections 
orthogonales  y^  et  y»  sur  les  axes  MT  et  MN.   Soient  p  le 

rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M,  v=  -jz  la  valeur 

algébrique  de. la  vitesse  MV  estimée  positivement  dans  le 
sens  MT  ;  nous  allons  montrer  que  l'on  a  les  deux  formules 
fondamentales 


dç      d*s 


ï'==:7;  = 


W 


Y« 


dt 

(^ 

P 


dl^ 


Rappel  de  la  définition  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
plane  ou  gauche  en  un  point.  —  Prenons  d'abord  un  cercle 
de  centre  C,  de  rayon  p  et,  sur  ce  cercle,  deux  points  M  et 
Ml  {Jig.  22)  ;  menons  en  M  et  M|  les  tangentes  MT  etM|T, 
dans  un  même  sens  de  circulation  et  appelons  s  l'angle  de 
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CCS  deux  tangentes  :  on  a  évidemment 


Fig.   22. 


arcMMi  =  pe, 

car  e  est  égal  à  l'angle  au  centre 
MCM,;  d'où 


p       arc  M  Ml 

Cette    quantité    -    s'appelle    la 

P 
courbure  du  cercle  :  l'inverse 


P  = 


arc  MMi 


Fig.  23. 
T. 


est  le  rajon  du  cercle;  le  centre  G  du  cercle  est  sur  la  nor- 
male principale  MN 
au  point  M,  du  côté 
de   la    concavité   à 
Pt^.x*V  -      une  distance  MC  de 

M  égale  à  p. 

Prenons  mainte- 
nant une  courbe 
quelconque,  plane 
ou  gauche (^g^.  23); 
soient  sur  cette 
courbe  deux  points 
M  et  M|  et  les  tan- 
gentes MT  en  M/fi  menées  dans  le  même  sens;  considérons 
encore  le  rapport 

t 


arc  M  Ml 


Actuellement  ce  rapport  varie  quand  M|  tend  vers  M.  Par 
définition  la  limite  vers  laquelle  tend  ce  rapport  quand  Mi 
tend  vers  M  est  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M.  On 


CINÉMATIQUE.  4  i 

désigne  celle  limite  par  ->  et  l'on  dit  que  Finverse 

,.     arc  MMi 
p  =  lim =• 

^  £ 

est  le  rayon  de  courbure  Ae  la  courbe  au  point  M.  Le  centre 
de  courbure  C  de  la  courbe  au  point  M  s'obtient,  par  défini- 
tion, en  portant  sur  la  normale  principale  MN,  dans  la  con- 
cavité de  la  courbe,  une  longueur  MC=  p  {Jig,i\), 

A  chaque  point  M  répond  ainsi  un  centre  de  courbure  C. 

Passons  maintenant  à  la  défnonstration  des  formules  (y). 

Démonstration  des  formules  (y).  —  Reportons-nous  à  la 
définition  même  de  l'accélération  et  reprenons,  en  la  complé- 
tant, la  figure  20.  Soient  M  et  M|  les  positions  du  mobile 
aux  instants  /  et  ^  4-  A^,  {lt>  o),  MT  et  M|T|  les  tangentes 
à  la  trajectoire  menées  dans  le  sens  des  arcs  positifs,  s  l'angle 
de  ces  tangentes  (^^.  28).  Soient  MV  et  M|  V|  les  vecteurs 
vitesses  en  M  et  M|,  MU  le  vecteur  égal  et  parallèle  à  MjV,  ; 
construisons  le  vecteur  MH  égal  à  VU  et  le  vecteur  Mp  égal 

IVf  H 

à  -T7-'  ^^  vecteur  M  p  est  l'accélération  moyenne  pendant  le 

temps  A/.  Menons  enfin  à  la  trajectoire,  du  côté  de  la  conca- 
vité, la  normale  M/i  située  dans  le  plan  contenant  les  vec- 
teurs MV,  MU,  M  p.  Nous  allons  calculer  les  projections 
orthogonales  du  vecteur  M  3  sur  les  axes  MT  et  M^,  projec- 
tions que  nous  appellerons  ^^  et  p,,.  Quand  A^  tend  vers  zéro, 
le  vecteur  M  ^  devient  l'accélération  My,  le  plan  MVU  devient 
le  plan  osculateur  en  M,  M/i  devient  la  normale  principale 
MN  en  M  (Jig»  21),  ^^  devient  y^  et  ^3;,  devient  y,,. 

Calcul  de  ^t  et  7^.  —  Comme  Mil  (Jiff-  28)  est  la  diffé- 
rence géométrique  entre  MU=M|V|  et  MV,  sa  projec- 
tion (MH)f  sur  MT  est  la  différence  des  projections  deM|V| 
et  MV  sur  MT.  Appelons  v  et  i>-i^  \ç  les  valeurs  algébriques 
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des  vecteurs  vitesse  MV  et  M,V,  estimés  positivement  dans 
les  sens  MT  et  MiT^.  La  projection  M|V|  sur  MT  est 
((^  -h  A(^)  cose  ;  celle  de  MV  sur  MT  est  r  ;  donc 

(  i\IH)/=  (c -»- Ap)  cose  —  r 

ou 

(  MH  )/  =  At»  cos  e  —  p  (  I  —  cos  e  ) 

=  Ap  cose  —  2^»  sin*  -  • 

L'accélération  moyenne  M^  ^^^"TT'  ^^  projection  ^3^  sur 

MT  est  donc  égale  à  la  projection  (MH)^  de  MH  divisée  par 
A/,  et  Tou  a 

sin*- 

Lorsque  Af  tend  vers  zéra^  ^3^  tend  vers  y^,  e  tend  \ors  zéro 
ainsi  que  l'»e  ]lf]\f|,  cose  tend  vers  i;  en  outre  le  rapport 

sin*  - 

9. 


tend  vers  zéro,  car  on  peut  l'écrire 


arc  MM  1         .,,, 

arc  M  M  i, 


et  l'on  voit  que,  sur  les  quatre  facteurs  suivant  7»  le  premier 

tend  vers  i ,  le  deuxième  vers  (  -  j  >  le  troisième  vers  V  et  le 

quatrième  vers  zéro;  d'où  il  suit  que  le  produit  tend   vers 
zéro. 

On  a  donc 
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Calcul  de  P/i  et  Yh.  —  En  remarquant  que  MH  est  la  diffé- 
rence géométrique  de  M|V|  et  MV,  on  voit  que  sa  projec- 
tion (MH)rt  sur  M/i  est  la  différence  des  projections  de  M«V< 
et  MV  sur  Mn,  Or  la  projection  de  M|Vi  est  V|  sine, 
V|  étant  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  en  M|  ;  la  projection 
de  MV  est  nulle  ;  donc 

(MH)„  =  Visine. 

En  divisant  par  A^  on  a  la  projection  du  vecteur  M^ 

sur  Mn 

sine 

Si  A^  tend  vers  zéro,  p  tend  vers  l'accélération  y,  p„  vers 
y,,,  et  Vi  vers  V,  valeur  absolue  de  la  vitesse  en  M;  quant 

au  rapport^-—»  on  peut  l'écrire 

sine       sine         e         arc  MMi 
Af    ""     e     arc  MMi         It 

Quand  A^  tend  vers  zéro,  — r- — -  tend  vers  V,  — 


U  '  arcMMi 

tend  vers  la  courbure  de  la  trajectoire  en  M,  c'est-à-dire 

vers  -*  p  désignant  le  rayon  de  courbure  en  M;  enfTn 

lend  vers  i  ;  on  a  donc 

,.     sine       I-, 

et  par  suite, 

limp«=  Ya=  —• 

P 

Dans  celte  formule  V  est  la  valeur  absolue  de  la  vitesse; 
mais,  en  appelant  ç  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse,  on  a 
évidemment 
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et  l'on  peut  écrire  aussi 

Les  deux  formules  fondamentales  (y)  sont  ainsi  démon- 
trées. On  voit  que  ces  formules  déterminent  complètemeni 
le  vecteur  accélération  en  gi'andeur,  direction  et  sens. 

Accélération  tangentielle;  accélération  centripète.  —  La 
projection  du  vecteur  y  sur  la  tangente  MT 

se  nomme  accélération  tangentielte;  cette  projection  peui 
être  positive  ou  négative;  dans  le  premier  cas  l'accélération 
tangentielle  est  dirigée  dans  le  sens  MT;  dans  le  deuxième, 

elle  est  dirigée  en  sens  contraire.  En  remarquant  que  rfi  =  — 


on  peut  aussi  écrire 


*'         rfs  "~  2     ds 


La  projection 

P 


n  - 


se  nomme  accélération  centripète  ou  aussi  accélération 
normale;  cette  projection  est  toujours  positive;  elle  est  donc 
toujours  dirigée  dans  le  sens  [)Ositif  choisi  sur  la  normale 
principale  en  M,  c'est-à-dire  du  côté  de  la  concavité  de  la 
trajectoire.  Comme,  par  définition,  le  cen^'c  de  courbure  de 
la  trajectoire  en  M  est  le  point  G  obtenu  en  prenant  sur  la 
normale  principale  MN,  dans  le  sens  MN,  une  longueur 

MG  =  p, 
on  peut  dire  aussi  que  y^  est  dirigée  de  M  vers  le  centre  de 
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courbure  C  de  la  trajectoire  relatif  au  point  M;  de  là  le  nom 
d'accélération  centripète  donné  à  y„. 

lAccélération  étant  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
Yr  et  Y//,' on  a  pour  la  grandeur  de  l'accélération 


../s^-vW^- 


22.  Cas  particulier;  mouvement  rectiligne.  —  Suppo- 
sons que  la  trajectoire  soit  une  droite  O^  {fig-  ^4);  la 
valeur  algébrique  de  l'arc  de  trajectoire  OM,  depuis  l'origine 
des  arcs  O  jusqu'au  mobile  M,  se  confond  alors  avec  l'ab- 
scisse X  du  point  M.  Nous  avons  déjà  vu  que  le  vecteur 
vitesse  MV  est,  à  chaque  instant,  dirigé  suivant  la  droite  Ox^ 
et  que  sa  valeur  algébrique  est 

N  dx 

dl 

Dans  ce  cas,  le  vecteur  accélération  M  y  est  aussi  dirigé 
suii^ant  la  droite  Ox  que  décrit  le  mobile.  En  effet,  la  cour- 
bure -  de  la  droite  étant  nulle,  la  composante  normale  de 
l'accélération 

est  nulle;  l'accélération  M  y  est  donc  réduite  à  la  seule  com- 
posante tangentielle  ;  en  d'autres  termes,  elle  est  dirigée  sui- 
vant la  droite,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  La  valeur  algé- 
brique de  l'accélération  estimée  positivement,  dans  le  sens 
positif  Qx,  est  actuellement  la  valeur  algébrique  de  l'accélé- 
ration tangentielle 

dç 

^'^di' 

Gomme  dans  le  cas  actuel,  le  sens  positif  de  la  tangente 
A.  .4 


M  V 


M' 


JC' 
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se  confond  avec  le  sens  Oxy  nous  pourrons  appeler  Vj.  la 
valeur  algébrique  du  vecteur  accélération  My  estimée  positi- 
vement dans  le  sens  Ox  oX.  nous  aurons 

"^"  ""  3i  ""  "rf?*"  -  "^^  • 

Au.  lieu  de  déduire  ce  résultat  du  cas  général,  on  peut  l'ob- 
tenir directement  par  la  considération  de  l'hodographe. 

•  •  • 

Imaginons  un  mobile  M  parcourant  l'axe  Ox  et  possédant 

à  l'instant  t  la  vitesse  repré- 
Fig.  a4«  scntée   par   le  vecteur  MV 

dont    la    valeur   algébrique 
X?  ^       est    V    {Jig-   24).   Quand   / 

varie,  la  vitesse  MV  conserve 
la  même  direction ,  mais 
varie  en  grandeur  et  en 
sens.  Prenons  une  origine  fixe  O'  et  menons  à  partir  de  celte 
origine  un  segment  O'M'  égal  et  parallèle  à  ]VIV;  quand  / 
varie,  les  points  M'  se  trouvent  tous  sur  un  axe  O^a^  parallèle 
à  O^,  et  l'abscisse  x'  du  point  M'  sur  cet  axe  est  évidem- 
ment égale  à  la  vitesse  v  du  point  M  :  a;'  =  i'.  L'hodographe 
est  donc  actuellement  une  droite  O'x'  parallèle  kOx, 

Si  la  vitesse  du  point  M  était  constante,  le  point  auxiliaire 
M'  serait  immobile;  la  vitesse  du  point  M  étant  variable 
avec  /,  le  point  M' se  déplace  et  cela  d'autant  plus  vite  que  la 
vitesse  de  M  varie  plus  rapidement. 

Comme  nous  l'avons  dit,  dans  le  cas  général,  Vaccélé- 
ration  du  point  M  à  V instant  Test  un  vecteur  My  égal  à  la 
vitesse  M' V  du  point  M'.  La  valeur  algébrique  y^  de  ce  vec- 
teur est  la  valeur  algébrique  de  l'accélération  :  on  a  donc 

dx'       dv       d*  X 


•/ 


i-X 


dt         dt        dt^ 


MoUYementréctiligiieaccâléré  OU  retardé.  —  On  dit  qu'un 
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mouvement  est  accéléré  quand  la  vitesse  du  mobile  croît  en 
valeur  absolue;  il  est  retardé  quand  la  vitesse  décroît  en 
valeur  absolue.  En  d'autres  termes,  le  mouvement  est  accé- 
léré ou  retardé  suivant  que  le  carré  de  v^  augmente  ou 
diminue.  Donc  un  mouvement  rectiligne,  surunaxeO^r,  est 
accéléré  quand  la  dérivée 

est  positive;  il  est  retardé  quand  cette  dérivée  est  négative. 
On  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  rectiligne  est  accéléré 
ou  relardé  suivant  que  v  et  Yj.  ont  le  même  signe  ou  des 
sig]aes  contraires,  c'est-à-dire,  géométriquement,  suivant 
que  les  veeteurs  vitesse  et  accélération  ont  le  même  sens  ou 
des  gens  opposés, 

23.  Exemples  de  mouyements  rectilignes. 

1^  Mouvement  rectiligne  uniforme.  —  Dans  un  mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme,  le  vecteur  vitesse  est  constant  en 
grandeur  et  direction,  v  =  const.  ;  l'accélération  est  donc 
nulle. 

2*"  Mouvement  rectiligne  uniformément  varié.  —  Nous 
avons  vu,  plus  haut,  que  dans  le  mouvement  rectiligne  uni- 
forme l'accélération  est  nulle.  Le  mouvement  rectiligne  qui 
se  présente  comme  le  plus  simple,  après  le  mouvement  uni- 
forme, est  alors  un  mouvement  dans  lequel  l'accélération 
aurait  une  valeur  constante  différente  de  zéro.  Un  tel  mou- 
vement est  dit  uniforntément  varié. 

Équation  du  mouvement.  —  Soit  Yj?=a  la  valeur  con- 
stante de  l'accélération  positive  ou  négative;  on  aura,  en 


i 
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appelant  v  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse, 


d'où,  en  prenant  la  fonction  primitive, 

(^0  désignant  la  vitesse  du  mobile   à  l'instant  /  =  o.  Mais 
V  =  —;  on  a  donc 

dx 

d'où,  en  prenant  la  fonction  primitive  et  remarquant  que  i'o 
et  a  sont  constants, 

i 

(2)  a?  =  a7o -H  i'o ^ -H  -  a f »,  • 

i 

Xq   étant  une    constante    qui    représente    la    valeur    de   x 
pour  ^  =  o,  c'est-à-dire  l'abscisse  du  mobile  à  l'origine  du 
temps.  Cette  équation  (2)  est  l'équation  du  mouvement  uni- 
formément  varié. 

On  voit  que,  dans  l'équation  du  mouvement,  x  est  une 
fonction  du  deuxième  degré  en  t.  Inversement,  toutes  les  fois 
que  X  est  une  fonction  du  deuxième  degré  en  / 

le  mouvement  est  uniformément  varié,  car  en  prenant  la 
dérivée  première  on  a  la  vit^se 

i^  =  B-t-2G^ 
et  en  prenant  encore  une-  fois  la  dérivée  on  a  l'accélération 

*  « 

qui  est  constante. 
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Théorème.  —  Dans  un  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment varié  y  la  variation  \ç  de  la  vitesse  pendant  un  inter- 

l'halle  Af  est  proportionnelle  à  It  et  le  rapport  ^  est  égal 

CL  l'accélération  constante  du  mouvement.  En  effet,  l'équa- 
tion  (i)  donne  immédiatement,  si  Ton  fait  croître  t  de  It 
et  V  de  Iv, 

inversement  si,  dans  un  mouvement  rectiligne,  la  vitesse 
varie  proportionnellement  au  temps,  le  mouvement  est  uni- 
formément varié;  en  effet,  par  hypothèse,  r-  est  constant,  la 

limite  de  ce  rapport   ,  *  c'est-à-dire  l'accélération,  est  donc 

constante,  ce  qui  est  la  définition  même  du  mouvement  uni- 
formément varié. 


Discassion.  —  Un  mouvement  uniformément  varié  est  à 
certains  instants  retardé  et,  à  d'autres,  accéléré.  Pour  le 
montrer,  considérons,  suivant  la  règle  générale,  le  produit 

^^x=(vo-\'at)a; 
ce  produit  s'annule  à  l'instant 

l^  = y 

a 

où  la  vitesse  s'annule.  Il  est  négatif  quand  t  <Cti  et  positif 
quand  f  >  ^,;  le  mouvement  est  retardé  pour  ^  <  ^i  et  accé- 
léré pour  t>t^. 

Pour  discuter  complètement  le  mouvement  on  est  ramené 
à  discuter  la  variation  d'un  trinôme  du  deuxième  degré.  Sup- 
posons, pour  fixer  les  idées,  a  >  o  et  reprenons  les  équa- 
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lions 

dx 

ia  variable  indépendante  t  va  toujours  en  croissant;  la  vitesse 

s^annule  à  l'instant  ^i  = -;  tant  que  t  <^t\  la  vitesse  est 

négative,  x  va  en  décroissant,  le  mobile  M  marche  dans  le 
sens  négatif;  pour  ^  >  ^i  la  vitesse  est  positive,  x  croît  et  le 
mobile  marche  dans  le  sens  positif.  A  l'instant  t=:tij  x  prend 
sa  valeur  minimum 

^  -^        *"* 

et  le  mobile  occupe  une  position  Oi,  qui  est  la  plus  à  gauche 
(le  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre  (Jig-  '^5).  En  résumé 

r„  „-  quand  l'accélération  a  est 

rig.  aa.  i 

X  . positive,  t  variant  de  — oc 

a  -h  00,  le  mobile  vient 
de  l'infini  à  droite  jusqu'au  point  Oi,  qu'il  atteint  pour  t=zti^ 
puis  retourne  de  0|,  à  l'infini  à  dix)ite;  dans  la  première 
phase  le  mouvement  est  retardé,  dans  le  deuxième  il  est 
accéléré. 

Si  l'on  prend  un  point  déterminé  M  d'abscisse  x  plus 
grande  que  Xi,  le  mobile  passe  deux  fois  en  M,  une  fois  en 
marchant  vers  0|,  et  une  fois  en  s'en  éloignant;  il  est  à  re- 
marquer que  les  deux  vitesses  correspondantes  sont  égales  el 
de  signes  contraires.  C'est  ce  que  Ton  voit  immédiatement  en 
exprimant  i^  en  fonction  de  x.  hn  élevant  l'expression  de  p  au 
carré,  on  peut  écrire 

H-  . 


>î  — 


2a  (  (^0^ 


c'est-à-dire,  d'après  l'expression  de  x, 
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Cette  formule  donne  pour  (^  des  valeurs  réelles,  à  condition 
que 


t'? 


condition  vérifiée  ;  les  deux  valeurs  de  i^  sont  d'ailleurs  égales 
et  de  signes  contraires. 

Dans  cette  discussion,  nous  avons  supposé  a  positif;  on 
traiterait  de  même  le  cas  de  a  négatif. 

Forme  réduite  de  l'équation.  —  Remarquons,  d'une  manière 
générale,  que  l'on  peut  toujours  chercher  à  simplifier  l'équa*- 
tion  d'un  mouvement  en  choisissant  convenablement  l'ori- 
gine des  temps  et  l'origine  des  espaces.  Actuellement,  pre- 
nons comme  origine  des  temps  l'instant  où  la  vitesse 
s'annule  et  comme  origine  des  espaces  la  position  corres- 
pondante du  mobile.  Dans  ces  conditions  la  vitesse  (^q,  cor- 
respondant à  /  =  o,  est  nulle  et  l'abscisse  correspondante  Xq 
est  nulle.  Les  équations  donnant  x  et  v  prennent  alors  les 
formes  réduites 

a 

Avec  ce  choix  d'origines  on  a  deux  formules  correspon- 
dant à  des  énoncés  très  simples  qui  résument  les ,  lois  de  la 
chute  libre  des  corps  sans  vitesse  initiale  et  dans  le  vide  : 

Les  espaces  parcourus  sont  proportionnels  aux  carrés 
des  temps  employés  à  les  parcourir  ; 

Les  vitesses  sont  proportionnelles  aux  temps  employés 
à  les  acquérir, 

3?  Mouvement  vibratoire  simple.  —  Considérons  un  mou- 
vement rectiligne  dont  l'équation  est 

a:  =  a  siD(a)^  -H  8), 


-a-.. 


■•-JP- 
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a,  w  etS  étaiitdes  constantes  ;  c'est  un  mouvement  périodique, 
puisque  le  mobile  repasse  aux  mêmes  points  à  des  intervalles 

de  temps  égaux;  en  effet,  si  nous  augmentons  ^  de  — >  l'arc 

u)/  -h  8  augmente  de  211;  les  sinus  des  deux  arcs  qui  diflerenl 

p.     ^g  de  2Tt  étant  égaux,  x  re- 

prend la  même  valeur. 
^ —  Soit   O  Torigine   des 

espaces  (yî^.  26);  pre- 
nons comme  origine  des  temps-  l'instant  où  le  mobile  est 
au  point  A'  d'abscisse  — a;  on  aura,  pour  t=ro,x  =  —  a; 

on  aura  donc 

—  I  =  sin8, 

et  par  suite 

L'équation  du  mouvement  s'écrit  alors 

X  =  as'mltùt j=  —  a  cos  o)  t. 

Les  points  A  et  A'  correspondent  aux  positions  extrêmes 
-\- a  et  —a  du  mobile  qui  dans  son  mouvement  vibratoire 
oscille  autour  du  point  O. 

Appelons  T  le  temps  d'une  oscillation  double  ou  complète, 
c'est-à-dire  le  temps  que  le  mobile  met  à  aller  de  A'  en  A  et 
à  faire  retour  en  A',  T  sera  ce  qu'on  appelle  la  période;  elle 
est  caractérisée  par  ce  fait  qu'au  bout  du  temps  T  le 
mobile  reprend  et  la  même  position  et  la  même  vitesse;  on 

voit  d'autre  part  que  la  première  valeur  de  t  annulant  x  sera 

T 

y  et  par  suite 


d'où 


o  =  —  a  cos  (0—1 

4 


211 
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et  par  suite 

t 

La  période  T  est  Tia verse  du  nombre  N  des  vibrations  à  la 
seconde  T  =  r-,  • 

Dans  Tëtude  des  mouvements  vibratoires  x  prend  le  nom 
A^élongation, 

On  déduit  de  l'équation  du  mouvement,  sous  cette  forme, 
les  expressions  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  en  fonction 
du  temps 

t»  = -^7  =  a -7=r  sin  -=-         =acosnia)f. 
at  1  X. 

dç  /'XTZ\^  21Zt 

a  s'appelle  Y  amplitude  du  mouvement  vibratoire. 

aco  est  la  vitesse  maximum  que  prend  le    mobile    au 

T 
temps  -  au  passage  au  point  O;  l'arc  w/  a  reçu  le  nom  de 
4 

phase  de  vibration . 

La  vitesse  et  l'accélération  sont,  comme  l'élongation,  repré- 
sentées par  des  fonctions  sinusoïdales  du  temps  ;  le  produit 
de  ces  quantités  étant  alternativement  positif  et  négatif,  le 
mouvement  est  alternativement  accéléré  et  retardé. 

La  discussion  de  ces  équations  peut  se  résumer  dans  le 
Tableau  suivant  : 


f  =  o,  a7  = — a,        t' =  o,  Y  =  H-^<*> 

T 
4 
T 

3T 
4 
f  =  T,  a?  =  —  a,         i>  =  o,  Y="+~^***'« 
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De  T  à  2T,  o:,  i'  et  Y  repasseraient  par  les  mêmes  valeurs 
et  ainsi  de  suite. 

De  A'  en  O,  le  mouvement  est  accéléré  ;  il  est  retardé  de  0 
en  A,  puisque,  la  vitesse  étant  positive,  l'accélération  est 
négative  ;  de  A  en  O,  le  mouvement  est  accéléré,  la  vitesse  et 
l'accélération  étant  à  la  fois  négatives;  enfin,  de  O  en  A',  le 
mouvement  est  retardé,  la  vitesse  est  dans  cet  intervalle  néga- 
tive, alors  que  l'accélération  est  positive. 

On  appelle  aussi  fréquence  F  le  nombre  N  des  oscilla- 
tions complètes  à  la  seconde;  c'est,  par  conséquent,  l'inverse 
de  la  période 

Expressions  de  la  vitesse  et  de  raccélération  en  fonctioii 
de  l'élongation.  —  Dans  le  mouvement  oscillatoire  que  nous 
venons  d'étudier,  le  mobile  passe  une  infinité  de  fois  par 
une  même  position  M  d'abscisse  or,  comprise  entre  — a  et 
-f-  a.  11  y  passe  toujours  avec  la  même  vitesse  en  valeur  ab- 
solue. Eh  effet,  en  éliminant  t  entre  les  expressions  de  a:  et 
de  r,  on  a  immédiatement 

çt  . 

fl 

d'où,  pour  chaque  valeur  de  x^  deux  valeurs  de  t>  égales  et  de 
signes  contraires,  l'une  correspondant  au  cas  où  le  mobile 
passe  en  M  en  marchant  dans  un  sens,  et  l'autre  au  cas  où 
il  passe  en  M  en  marchant  en  sens  contraire.  Quant  à  Taccé- 
lération,  elle  est  dirigée  vers  le  centre  de  vibration  O  et 
varie  proportionnellement  à  la  distance  du  mobile  à  ce  centre  ; 
on  a,  en  effet, 

y^  est  donc  de  signe  contraire  à  :r  et  proportionnel  à  x. 
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Formule  générale.  —  Si  Ton  avait  pris  un  cosinus  au  lieu 

d'un  sinus 

X  =  a.co5(«o/  -+■  8), 

on  aurait  eu  un  mouvement  identique,  avec  les  mêmes  con- 
clusions, sauf  un  changement  dans  ToNgine  des  temps;  on 
peut  en  effet  écrire  cette  dernière  équation 


X 


=  asinlb>f^H )-hS  I 


ou,  en  comptant  le  temps  à  partir  de  l'instant j 

X  =  asin(u>^  -h  0  ). 

11  est  évident  qu'un  mouvement  défini  par  une  équation 
de  la  forme 

:r  =  A  cos b>  /  +  B  sin  b>  /, 

où  A  et  B  sont  constants,  rentre  dans  le  précédent;  car,  en 
déterminant  deux  constantes  a  et  S  par  les  équations 

A  =  acos$,        B=  —  asîoo, 

on  a 

X  =  acos(a)f  4-  8). 

4^  Mouvement  représenté  par  un  sinus  ou  un  cosinus 
hyperbolique;  loi  de  son  accélération.  —  On  sait  que,  par 
définition,  on  appelle  sinus  et  cosinus  hyperbolique  d'une 
variable  a  les  deux  fonctions  ' 

sna  = »  cha  =  • 

On  vérifie  immédiatement  les  propriétés  suivantes  qui  font 
ressortir  l'analogie  de  ces  fonctions  avec  les  fonctions  circu- 
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laires  cosa  et  sina, 


ch(—  a)  =  ch  a, 
ch'a- 
dcha        . 

cha  4-  sha  =  e*, 


sh  ( —  a)  =  —  sha, 
sh'a  =  1, 
dsha         , 

cha  —  sha  =  e-^. 


Quand  a  varie  de  o  à  4-  oo  la  fonction  cha  croît  constam- 
ment de  1  à  -h  00,  et  la  fonction  sha  croît  constamment  de  o 

à  -H  X).    Quand    a    varie 
^'^*  ^^*  de  —00  à  o,  cha  décroît 

de  H-  00  à  I  et  sha  croîl 
de  —  00  à  o. 

Les  courbes  représen- 
tatives des  fonctions 

y  =  cYïXy        ^=  sh:r 

ont  la  forme  indiquée  sur 
la  figure  27.  Les  deui 
courbes  sont  asymptotes 
Tune  à  l'autre  à  droite  el 
tendent  à  devenir  symé- 
triques l'une  de  l'autre,  par  rapport  à  Ox^  quand  on  s'éloigne 
à  l'infini  vers  la  gauche. 

« 

1°  Cela  posé,  prenons  d'abord  le  mouvement  défini  par  uu 
cosinus  hyperbolique 

x=  acYï  (bit  ■+-  0), 

a,  (O  et  3  étant  des  constantes  dont  nous  supposerons  les  deux 
premières  positives. 

Gomme  un  cosinus  hyperbolique  a  pour  minimum  -|-  i. 
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œ  est  toujours  supérieur  à  a,  sauf  à  Tinstant 


où  07  devient  égal  à  a. 

Soit  A  le  point  d'abscisse  a  {fig^  28).  Écrivons  Téquation 

on  en  déduit  pour  la  vitesse,  en  prenant  la  dérivée, 

V  =  acDsh  Cl)  (^  —  ^i). 

Quand  ^  <  ^1,  f'  <  o,  le  mobile  placé  en  M  à  droite  de  A 
marche  vers  A  avec  une  vitesse  décroissante  en  valeur  ab- 
solue (mouvement  re-  * 
tardé);  pourf=^«    le                               Fig.  28. 

mobile  est  arrivé  en  A  5  a  il! jT" 

avec  une  vitesse  nulle  ; 

pour  t>  l\^  ^  >  o,  le  mobile  s'éloigne  vers  la  droite  et 
quand  t  augmente  indéfiniment  il  s'éloigne  indéfiniment, 
avec  une  vitesse  indéfiniment  croissante  (mouvement  accé- 
léré). 

Pour  terminer,  exprimons  comme  dans  la  question  précé- 
dente la  vitesse  et  l'accélération  en  fonction  de  x.  D'abord,  en 
*  éliminant  t  entre  les  expressions  de  x  et  de  v^  on  a 


V*  1 


quand  x  est  supérieur  à  a,  cette  formule  donne  pour  v  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  correspondant,  l'une  à 
l'aller,  l'autre  au  retour. 
L'accélération  est 

7*  =  w«a?; 
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elle  est  dirigée  dans  le  sens  OM  et.  est  proportionnelle  à  la 
distance  OM. 

2^  Prenons  maintenant  un  mouvement  défini  par  un  sinu> 
hyperbolique 

a?  =  a  sh(a)^-i-  o), 

où  nous  supposerons  encore  a  et  eu  positifs.  Dans  ce  mouve- 
ment, X  s'annule  à  Tinstant 

0 

donc,  à  cet  instant,  le  mobile  passe  en  O.  Ecrivons  Técj^ualion 

no«9  avons  pour  la  vitesse 

i;  =  a  0)  ch  (li  (/  —  <!  ). 

Cette  vitesse  est  positive  et  a  pour  minimum  la  valeur  a  w 
qu'elle  atteint  pour  t=  i^  au  moment  où  le  mobile  est  en  O.        I 
Le  mobile  marche  dans  le  même  sens  de  l'infini  à  gauche  ù        ' 
l'infini  à  droite  avec  une  vitesse  d'abord  décroissante  jus- 
qu'à O  (mouvement  retardé),  puis  croissante  du  point  O  à 
l'infini  (mouvement  accéléré). 

En  fonction  de  x,  la  vitesse  est  ici 


l'accélération  est 

Y^  =  a  a>*  sh  a>  (  /  —  <!  ), 

l'accélération  est  encore  dirigée  dans  le  sens  OM  et  est  pro- 
portionnelle à  la  distance  OM. 

3®  Les  deux  mouvements  précédents  peuvent  être  regardé; 
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comme  des  cas  particuliers  du  mouvement  défiai  par  une 
équation  de  la  forme 

a:  =  A  ch  b)  ^  -f-  B  sh  o)  ^, 

A  et  B  désignant  des  constantes,  ou  en  faisant 

A-*-B      .  A  —  B 

^  et  [X  étant  deux  nouvelles  constantes. 

Deux  cas  principaux  sont  à  distinguer  suivant  le  signe  du 
produit  X[JL. 

Si  X  et  |JL  sont  de  mêmes  signes  on  peut  déterminer  deux 
constantes  a  et  8  par  les  relations 


qui  donnent 


X  r=  —  e5,  a  =  -  e-fi 

2  '2 


a  =  2/Xjx,         28  =  Log— ; 


Téquation  du  mouvement  devient  alors 

a:  =  ach(a>/-4-8). 

Si  X  et  [JL  sont  de  signes  contraires,  on  pourra  déterminer 
a  et  8  par  les  équations 

X  =  -  e^,  u  = e-^, 

2  ^2 

a-i^--'k\L,         28  =  Log^— -j; 

l'équation  du  mouvement  est  alors 

07  =  a  «Il  (à)lf"-4-  0). 

Enfin  il  pourrait  arriver  que  X  ou  [x  fût  nul.  Si  X  =  o,  on  a 
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0?=  [X  «-'*>' 


qui  présente  cette  circonstance  particulière  que,  t  variant  de 
—  00  à  -h-  00,  le  mobile  s'avance  constamment  vers  le  point  0. 
dont  il  s'approche  autant  qu'on  le  veut  sans  jamais  y  arriver. 
En  même  temps,  sa  vitesse  (^  =  —  [jLa)e"*^'=  —  ojj?  tend 
vers  zéro. 

Pour  [JL  es  o  on  a 

quand  t  est  négatif  et  très  grand,  le  mobile  «st  très  voisin 
de  l'origine  et  la  vitesse  i^  =  X(o e**' =  co a:  est  très  petite: 
t  augmentant,  le  mobile  s'éloigne  de  plus  en  plus  avec  une 
vitesse  croissante. 

Dans  tous  ces  mouvements  l'accélération  est 


Fig.  29. 


24.  Mouvement  circulaire.  —  Soit,  comme  au  n**  19, 

un  mouvement  circulaire  sur  une  cir- 
conférence de  rajon  R  et  de  centre  C 

{fig-  29). 

Prenons  un  point  fixe  O  sur  la 
circonférence  comme  origine  des  arcs 
S  =  OM,  et  appelons  0  l'angle  OCM 
compté  positivement  dans  le  même 
sens  de  rotation  que  les  arcs  s.  Me- 
nons la  tangente  MT  dans  le  sens 
positif  des  arcs  et  la  normale  princi- 
pale MG  dans  la  concavité  du  cercle. 
Nous  avons  vu  que  la  quantité 


OD  s= 


dt 


est  11  vitesse  angulaire  du  mobile,  et  que  la  valeur  aigé- 
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brique  i^  de  sa  vitesse  linéaire  MV  est 

Le  vecteur  accélération  My  a  alors  pour  composantes  tan- 
gentielle  et  normale 

en  effet  le  rayon  de  courbure  p  est  ici  égal  à^R. 
La  quantité 

dt  ^  1Û 

s'appelle  accélération  angulaire  du  point  M. 

Donc  l'accélération  dUin  point  mobile  sur  une  circon- 
férence se  compose  d^ une  accélération  tangentielle  égale 
à  la  dérivée  de  la  vitesse  par  rapport  au  temps  ou  au 
produit  de  V accélération  angulaire  par  le  rayon j  et 
d'une  accélération  normale,  dirigée  vers  le  centre  du 
cercle,  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  le  rayon, 
ou  au  produit  de  ce  rayon  par  le  carré  de  la  vitesse  angu- 
laire. 

Mouvement  circulaire  uniforme.  —  Si  le  mobile  M  décrit 
la  circonférence  de  rayon  R  avec  une  vitesse  v  constante  en 
grandeur,  mais  nécessairement  variable  en  direction,  la 
composante  tangentielle  de  l'accélération  est  nulle;  l'accé- 
lération Y  se  réduit  alors  à  sa  composante  normale  ou  centri- 
pète; elle  est  dirigée  de  M  vers  G  et  égale  à 

'Il  serait  facile  de  vérifier  ce  résultat  en  se  servant  de  la 
A.  5 
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considération  de  l'hodographe  (/î^.  3o)  :  soit  M  r  la  vitesse 

du  point  M,  menons  par  le  point  0 
une  droite  OM'  parallèle  et  égale 
à  Mi';  le  lieu  de  M'  est  évidemment 
une  circonférence  de  rayon  v  que  le 
point  M'  parcourt  dans  le  même  sens 
et  dans  le  même  temps  que  M  em- 
ploie à  parcourir  la  circonférence  de 
rayon  R  (fig.  3o). 

Le    rapport   des    vitesses    p    et    ^' 
des  points  M  et  M'  est  le  même  que 

celui  des  rayons  R  et  (^  ;  on  a  donc 


Y 


R' 


d'où 


T=R 


La  vitesse  y  du  point  M'  de  l'hodographe  est  l'accéléra- 
tion du  point  M  se  déplaçant  d'un  mouvement  uniforme  sur 
la  circonférence  ;  figurons  cette  vitesse  en  M'y  et  menons 
par  le  point  M  une  parallèle  M  y  égale  et  de  même  sens;  ce 
vecteur  figure  l'accélération  du  point  M;  l'accélération  est 
donc  constante  en  grandeur  et  dirigée  vers  le  centre  de  la 
circonférence. 

Si  l'on  appelle  T  la  durée  d'une  révolution,  c'est-à-dire 
le  temps  que  le  mobile  met  à  parcourir  la  circonférence, 


on  a 


U)  = 


27C 


et 


p  = 


2t7rR 


en  portant  cette  valeur  de  v  dans  l'expression  de  v,  il  vient 

4ir»R 


Y  = 


T« 


Quand  les  machines,  dont  certaines  pièces  tournent,  ont 
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pris  leur  régime  normal,  on  caractérise  d'habitude  leur 
mouvement  par  le  nombre  n  de  tours  qu'elles  exécutent  à 
la  minute. 

L'espace  2  /iiî  décrit  par  le  point  m  situé  sur  le  rajon  OM 
à  Tunité  de  distance  du  centre,  en  une  minute,  mesure  la 

vitesse  angulaire  à  la   minute,    et  — ^ —  =  w  est  la  vitesse 

angulaire  à  la  seconde;  celte  formule  peut  servir  à  résoudre 
le  problème  inverse  :  déterminer  n  connaissant  w. 

La  vitesse  à  la  seconde  d'un  point  situé  sur  la  pièce  qui 
tourne  à  distance  R  de  Taxe  est 

arnr 
p  =  -^—  R. 
60 

Cette  même  formule  peut  servir  à  traiter  le  problème 
inverse  :  A  combien  de  tours  à  la  minute  faut-il  faire  tour- 
ner un  axe  pour  qu'un  point  qui  lui  est  lié,  à  distance  R, 
ait  une  vitesse  r  à  la  seconde? 

25.  Quelques  mouvements  particuliers  oaractérisés 
par  la  nature  de  leur  accélération. 

I»  Pour  qu'un  mouvement  soit  rectilig^e  il  faut  et  il  suffit 
que  Faccélération  noriiade  soit  constamment  nulle.  —  En  effeL 
l'accélération  normale  étant 

T»  =  -. 

si   la  trajectoire  est  rectiligne,  la  courbure  -  est  nulle  en 

chacun  de  ses  points  et  Y/t=o.  Réciproquement,  si  l'on  a 
constamment 

on  a 

7="' 
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comme  (^  est  supposé  différent  de  zéro,  on  a  -  =  o   en    tou> 

les  points  de  la  trajectoire.  La  trajectoire  ayant  partout  une 
courbure  nulle  est  une  droite, 

2»  Pour  qu'un  mouvement  curviligne  soit  uniforme,  il  faut 
et  il  suffit  que  son  accélération  tangentielle  soit  constamment 
nulle.  —  En  effet,  Taccélération  tangentielle  étant 

dv 

si  le  mouvement  est  uniforme,  la    vitesse  a    une   grandeur 
constante,  v  =  const.,  et  Y;=  o. 

Réciproquement,  si  Y/=o,  la  valeur  algébrique  v  de  la 
vitesse  est  constante  puisque  sa  dérivée  est  nulle;  le  mouve- 
ment est  unijorme. 

On  peut  remarquer  que,  dans  ce  cas,  l'hodographe  est  une 
courbe  sphérique,  car  le  vecteur  vitesse  ayant  une  longueur 
constante  A",  tous  les  points  M'  de  l'hodographe  sont  à  une 
distance  k  du  point  O  {fig'  20)  :  comme  la  tangente  M'V 
à  une  courbe  sphérique  est  perpendiculaire  au  rayon  OM', 
l'accélération  My  parallèle  à  M'V  est  perpendiculaire  à  la 
vitesse  MV  parallèle  à  OM'  :  ce  qui  montre  directement  que, 
dans  ce  cas,  raccélération  y  est  normale  à  la  trajectoire. 

S"*  Pour  qu'un  mouvement  soit  regtiligne  et  uniporm f.,  il  faut 
et  il  suffit  que  le  vecteur  accélération  soit  constamment  nul. 
—  En  ellet,  si  un  mouvement  est  rectiligne  et   uniforme, 

Faccélération  normale  —  et  raccélération  tans^entielle  -7-  sont 

P  ^  dt 

nulles  toutes  deux;  donc  y  est  nul. 

Réciproquement,  si  y  est  nul,  sa  composante  normale  est 
nulle  et  le  mouvement  est  rectiligne,  sa  composante  tangen- 
tielle est  nulle  et  le  mouvement  est  en  même  temps  uni- 
forme. 
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4"^  Mouvement  accéléré  ou  retardé.  —  Si  --r-^  est  difTérenl 

de  zéro,  le  mouvement  curviligne  esl  varié,  puisqu'on  appelle 
ainsi  tout  mouvement  qui  n'est  pas  uniforme.  Il  peut  être 
accéléré  ou  retardé  suivant  que  sa  vitesse  croît  ou  décroît 
en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  suivant  que  le  carré  i^*-*  aug- 
mente ou  diminue.  Le  mouvement  est  donc  accéléré  si  la 

dérivée 

d(vt*)  dv  d^s 

est  positive;  il  est  retardé  quand  cette  même  quantité  est 
négative.  On  peut  dire  aussi  que  le  mouvement  est  accéléré 
quand  s^  et  y^  ont  le  même  signe,  c'est-à-dire  quand  les  vec- 
teurs vitesse  et  accélération  tangenticlle  ont  le  même  sens; 
il  est  retardé  dans  le  cas  contraire. 

5''  Mouvement  curviligne  uniformément  varié.  —  Si  l'ac- 
célération tangentielle  -i—  est  une  constante  yr »  on  a 

,   .  d^s      dv 

<'>  IF'^d't^'^''^ 

il  en  résulte  que  i;  =  t^o  H- Y' ^'  ^o  et  y^  étant  des  con- 
stantes; et  enfin  on  peut  écrire 

ds 

d'où  résulte 

(2)  *  =  ^o-f-Po'-H  -  Y<^', 

la  courbe  est  donc  parcourue  d'un  mouvement  uniformément 
varié. 

Réciproquement,  si  la  courbe  est  parcourue  d'un  mouve- 
ment uniformément  varié,  on  peut  passer  par  dilTérentiation 
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de  réquation  (a)  des  espaces  à  réquation 

■ 

raccélération  tangentielle  est  constante;  Féquation  (3),  dans 
laquelle  yt  est  constant,  est  donc  la  condition  nécessaire  ei 
suffisante  pour  que  le  mouvement  curviligne  soit  uniformé- 
ment varié. 


6'^  Mouvement  curviligne  périodiquement  uniforine.  —  Si 

dr 


l'accélération  tangentielle  y^  =  -^-^  est  de  la  forme 


cl*s       dv 
il)  Yf=:  —  =  ^  =a(i>>cos(toi-4-a), 

on  peut  écrire 

t'  =  A  -f-  a  0)  sin(w /  -t-  a), 
et 

(2)  5  =  B -♦- A<  —  acos(w^ -h  a); 

le  mouvement  est  appelé  alors  mouvement  périodiquement 
uniforme,  car  l'expression  de  s  est  égale  à  une  fonction 
linéaire  de  t  (comme  dans  un  mouvement  uniforme)  aug- 
mentée d'une  fonction  périodique. 

Réciproquement,  si  le  mouvement  sur  la  courbe  est  pério- 
diquement uniforme,  on  peut  remonter  de  réquation  (2),  qui 
le  représente,  à  l'équation  (1),  qui  est  donc  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  mouvement  soit  périodi- 
quement uniforme. 

Pour  que  le  mouvement  forme  une  vibration  simple,  la 
même  condition  est  nécessaire,  mais  elle  n'est  pas  suffisante: 
il  faut  de  plus  que  A  =  o.  Or  y^  peut  se  mettre  sous  la  foniir 

Y/  =  —  to*(5  —  B  —  \t) 


i 
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et,  si  A  est  nul,  on  a  . 

Y/=-a>«(s-li). 

L'accélération  tangentielle  est,  en  un  point  quelconque  M  de 
la  trajectoire  curviligne,  proportionnelle  à  Tare  s  —  B  et 
dirigée  dans  le  sens  qui  va  vers  le  point  fixe  5  =  B.  C'est  la 
condition  pour  que  le  mouvement  constitue  une  vibration 
simple. 

26.  Unités.  —  Pour  évaluer  les  accélérations  il  faut, 
comme  pour  les  vitesses,  faire  choix  d'une  unité  de  longueur 
et  d'une  unité  de  temps.  C'est  ainsi  que,  si  l'on  prend  comme 
unité  de  longueur  le  centimètre  et  comme  unité  de  temps 
la  seconde,  l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  Paris  esl 
mesurée  par  le  nombre 

ff  =  980. 

Si  l'on  prend  comme  unité  de  longueur  le  mètre,  l'unité 
de  temps  restant  la  seconde,  on  a 

^  =  9,80. 

Nous  reviendrons  sur  cette  question  à  propos  de  l'homo- 
généité. 


KXBBCICBS  SUR   LE   PARAGRAPHE   II. 

1.  La  vitesse  d'un  mobile  est  un  vecteur  qui  a  une  grandeur  et 
une  direction. 

Montrer  que  la  composante  tangentielle  y/  de  raccélération  mesure 
la  variation  de  grandeur  de  la  vitesse  pendant  le  temps  dtj  et  la 
composante  normale  f/?  la  variation  de  direction  de  la  vitesse  pen- 
dant le  même  temps. 

2.  En  prenant  comme  unité  de  longueur  le  centimètre  et  comme 
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unité  de  temps  la  seconde,  calculer  les  accélérations  des  extrémités 
de  la  grande  et  de  la  petite  aiguille  d'une  montre,  sachant  que  les 
longueurs  de  .ces  aiguilles  sont  i*""  et  i*^",  5. 

3.  La  Terre  étant  regardée  comme  un  solide  qui  tourne  uniformé- 
ment autour  d'un  axe  fixe  (ligne  des  pôles)  en  24  heures  moyennes 
moins  4  minutes,  calculer  la  vitesse  et  l'accélération  : 

i**  D'un  point  de  l'équateur; 
2"  D'un  point  pris  à  Paris; 

en   prenant  comme  unité  de  longueur  le  kilomètre  et  comme  unité 
de  temps  la  seconde. 

On  regardera  la  Terre  comme  une  sphère  dont  un  grand  cercle  a 
40000*""  de  circonférence;  la  latitude  de  Paris  est  48" 5o'. 

4.  Un  mobile  parcourt,  avec  une  vitesse  de  v  =:/(^),  variant  d*une 
manière  continue,  une  trajectoire  composée  d'une  portion  rectiligne 
et  d^un  arc  de  cercle  de  rayon  R  qui  se  raccordent  en  un  point  A. 
Quelle  est  la  variation  que  subit  l'accélération  au  moment  où  le 
mobile  franchit  le  point  de  raccordement  Â? 

5.  Un  train  animé  d'une  vitesse  constante  de  80^°*  à  l'heure  décrit 
un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  de  Soo™.  Quelle  est  l'accélération 
d'un  point  du  train,  si^l'on  prend  comme  unité  de  temps  la  seconde 
et  comme  unité  de  longueur  le  mètre? 

6.  Trouver  un  mouvement  plan  dans  lequel  l'accélération  est 
constante  en  grandeur  et  fait  un  angle  constant  avec  la  vitesse. 

Réponse  : 

Les  deux  composantes,  "(t  et  Y/d  sont  alors  égales  à  des  constantes 
a  et  6,  6  >  o,  et  l'on  a 

La   première  donne,   si   Ton   choisit  convenablement  l'origine  des 
arcs  s  et  du  temps, 

5  =  -  ai*.         V  =  at. 
2 
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Ka  deuxième  donne  alors 

La  trajectoire  est  donc  une  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de 
courbure  e$i  proportionnel  à  Varc, 

Cette  courbe  est  une  spirale  logarithmique. 

Cas  particuliers  :  a  =  o,  cercle  parcouru  d'un  mouvement  uni- 
forme ;  6  s=  Oy  droite  parcourue  d'un  mouvement  uniformément  accé- 
léré. 


7.   Suivant  quelle  loi   un  point  doit-il  suivre  une  circonférence 
pour  que  son  accélération  soit  proportionnelle  à  sa  vitesse? 

Réponse  : 

Soient  R  le  rayon  de  la  circonférence,  0  Pangle  du  rayon,  allant  du 
centre  au  mobile,  avec  une  direction  fme.  On  doit  avoir,  en  appelant 

ci>  la  vitesse  angulaire  -t-> 


R»to)*-h  R*  (^)*  =  a*  R' w«, 


d*où 

a  étant  constant.  On  en  déduit  deux  solutions. 
1°  Intégrale  générale  : 

dtù 


=/: 


2**  Intégrale  singulière  : 


e  =  ±  a  ^  -4-  p. 

Cette  dernière  solution  donne  un  mouvement  uniforme;  elle  est 
évidente  a  priori. 
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8.  L'unité  de  longueur  étant  le  centimètre  et  l'unité  de  temps  la 
seconde,  un  mobile  M  décrit  une  circonférence  de  2*""  de  rayon,  de 
telle  façon  que- sa  vitesse  à  chaque  instant  soit  mesurée  par  le  mémr' 
nombre  que  la  distance  OM  du  point  M  à  un  point  fixe  O  pris  sur  U 
circonférence. 

A  l'instant  t  =  o  le  mobile  est  au  point  O'  diamétralement  oppos*^ 
à  O. 

Trouver  l'équation  du  mouvement;  déterminer  l'accélération  du 
mobile. 

Réponse  : 

Soit  C  le  centre  de  la  circonférence;  appelons  0  l'angle  du 
rayon  CM  avec  GO  et  supposons  que  le  mobile  marche  dans  le  sens 
des  0  décroissants;  on  a 


d'où 


On  a  ensuite 


at  2 

e 

tang  -  =  c-'. 
4 

Y„=  8  sin'  -• 
2 

Le  mobile  tournant  dans  le  sens  négatif  part  de  O'  (6  =  n)  à 
l'instant  t  =  o  el  s'approche  indéfiniment  de  O  (0  =  o)  sans  jamais 
y  arriver. 


IIL  —  MOUVEMENT  RAPPORTÉ  A  DES  AXES  DE  COORDONNÉES 

ORTHOGONAUX  OU  OBLIQUES. 

27.  Équations  du  mouvement. 

Trajectoire.  —  Soient  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  O  v, 
O 5  et  un  point  mobile  M  dont  les  coordonnées  x,  jr^  z  sont 
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des  fonctions  continues  données  du  temps 


75 


(I) 


ar  =  9(o,      y=-x{t\      Ji^^{ty 


Les  équations  de  la  trajectoire  S  s'obtiennent  en  élimi- 
nant t  entre  les  équations  du  mouvement  prises  deux  à  deux  ; 
on  obtient  ainsi  deux  équations  qui  représentent  deux  sur- 
faces dont  l'intersection  comprend  la  trajectoire. 

Chacune  de  ces  trois  équations  exprime  la  loi  des  espaces 
de  la  projection  du  mobile  M  sur  l'un  des  axes;  la  première, 
par  exemple,  fait  connaître  la  loi  des  espaces  pour  la  projec- 
tion [jL  sur  Ox. 

Si  l'on  considère  deux  d'entre  elles,  les  deux  premières, 
par  exemple,  elles  font  connaître  à  chaque  instant  la  position 
dans  le  plan  des  xy  de  la  projection  m  du  mobile  M;  l'élimi- 
nation de  t  entre  ces  deux  équations  donne  l'équation  de  la 
trajectoire  5 

de  la  projection  m  du  mobile  M  dans  le  plan  de  xy  {fig*  3 1). 

La  combinaison  des 
équations  (  i  ) ,  deux  à 
deux,  fera  donc  connaître 
la  trajectoire  et  la  loi  des 
espaces  de  la  projection 
de  M  sur  chacun  des  plans 
de  coordonnées. 

Si,  par  la  projection  s 
de  la  trajectoire  S  dans 
le  plan  des  xy^  nous  me- 
nons un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  pa- 
rallèles à  O;;,  la  courbe  S  se  trouve  sur  cette  surface;  elle  se 
trouve  aussi  sur  deux  autres  surfaces  cylindriques  construites 
de  même  sur  les  projections  de  S  sur  les  plans  des  xz  et  des 
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yz^  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  Ç^y  et  à 
l'axe  O^;  la  trajectoire  S  est  donc  l'intersection  commune 
de  ces  trois  surfaces. 

Projections  de  la  vitesse  et  de  raccélération  sur  un  axe  oa 
sur  un  plan.  —  Soit  M|  la  position  du  mobile  sur  la  trajec- 
toire à  l'instant  ^  4-  A/;  portons  sur  MM|,  dans  le  sens  MM,, 

une  longueur  MW  égale  à — ^-i  c'est-à-dire  à  la  vitesse 

moyenne  du  mobile  pendant  le  temps  A^;  les  projections  lie 

la  grandeur  géométrique  MM|  sur  les  trois  axes  sont  Ajr,  Ai', 

A2;  celles  de  la  grandeur  MW,  ou  vitesse  moyenne,   seront 

donc 

^x       Ly       A2 

Â7'    17'    Ï7* 

Si  A^  tend  vers  zéro,  MW  tend  vers  MV;  on  aura  donc, 
pour  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  axes  à  l'instant  /, 

àx         , ,   .  dv         , ,   .  dz        , , ,  .^ 

Il  résulte  de  là  <jue  la  projection  de  la  vitesse  sur  chacun 
des  axes  est  la  vitesse  de  la  projection  du  mobile  sur  cet 
axe. 

Si  m  et  TWi  sont  les  projections  de  M  et  M|  sur  la  trajec- 
toire s  projetée  dans  le  plan  des  xy^  la  vitesse  du  mouvement 

projeté  sera  la  limite  de ~ -y  et,  comme  la  corde  nim% 

est  la  projection  de  la  corde  MM|,  la  vitesse  du  mouvement 
projeté  sur  un  plan  est  la  projection  de  la  vitesse  du 
mobile  sur  le  plan. 

Pour  obtenir  les  expressions  des  projections  de  l'accéléra- 
tion sur  les  axes  de  coordonnées,  construisons  l'hodograplie 
en  prenant  le  point  O  comme  origine  fixe;  nous  mènerons 
par  ce  point  un  vecteur  OM'  égal  et  parallèle  à  MV;  la  vitesse 
avec  laquelle  se  déplacera  l'extrémité  M'  sera  l'accélération 
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du  mouvement  sur  la  courbe;  or,  d'après  la  propriété  précé- 
dente, la  projection  de  cette  vitesse  sur  chacun  des  axes  est 
la  vitesse  de  la  projection  du  mobile  sur  cet  axe;  les  coor- 

données  du  point  M  étant  :r,^,  z^  celles  du  point  M' sont  --t-» 
7^  '  ^'  ^''  ^^^  vitesses  de  ces  projections  sont 


dt      dt 

d 


i-\  d(^\ 

\dt  )        d^x        ,,  ^  \dt)        d^Y 

dt  dt*      ^  ^^' 

les  projections  de  l'accélération  sont  donc  les  dérivées 
secondes  des  coordonnées  (i)  du  mobile  prises  par  rapport 
au  temps. 

28.  Mouvement  d'un  point  : 

]  "^  Lorsque  les  projections  sur  trois  axes  sont  des  mouve- 
ments uniformes.  —  Soient 

dx 

X  =  Xfi-\-Vt,  "dt    "^^^ 

z  =  Zo-^  i>  t,  ^j-  =  V 

ut 

les  équations  des  espaces  et  des  vitesses  de  trois  mouvements 
rectilignes  uniformes  suivant  les  axes  Xq^  ^o?  ^o]  ^»  ^'j  ^\ 
étant  des  constantes.  Les  équations  de  la  trajectoire  sont 
celles  d'une  droite 

hp  —  Xq  _  y  —  jtq  ^  z  —  Zq 


ç  ç'  ç' 


La  vitesse  est  à  chaque  instant  la  diagonale  du  parallélépi- 
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pède  construit  sur  les  axes  en  portant,  à  partir  du  point  O, 
des  vecteurs  v^  v'  et  p"  convenablement  dirigés  ;  elle  est  donc 
constante  en  grandeur  et  en  direction  et  le  mouvement  est 
recti ligne  et  uniforme. 

2""  Lorsque  les  projeotions  sur  deux  d'entre  eux  sont  des 
mouvements  uniformes,  la  projection  sur  le  troisième  étant 
un  mouvement  uniformément  varié.  —  Soient 


a?  =  a?a  H-  ^<  -+- 

I 

2 

ars 

dx 

y=y9'\'V't, 

Z  =  £o-h  V'tj 

les  équations  du  mouvement;  x^^y^j  Zq^  i»,  ,  v'^  v^'  et  a  étant 
des  constantes.  La  trajectoire  est  une  parabole  dans  le  plan 


v'      '^     v'     ' 


parallèle  à  Taxe  des  x. 

Ses  projections  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  sont  des 
paraboles 


X 


X  —  Xi 


L'accélération  a  pour  projection 

d^x  d>y  d^z 

Ses  projections  sur  l'axe  des  y  et  sur  Taxe  des  z  étant 
nulles,  elle  est  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  elle  est  de  plus  égale 
en  grandeur  à  a  et,  par  suite,  l'accélération  du  mouvement 
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dans  l'espace  est  égale  et  parallèle   à  l'accélération  de  la 
projection  uniformément  variée  du  mouvement. 


Fig.  3a. 


29.  Étude  analytique  du  mouvement  circulaire. 
Soit  un  mobile  M  décrivant 
une  circonférence  de  centre  O 
et  de  rayon  R.  Prenons  deux 
axes  rectangulaires  O  :c  et  O^ 
dans  le  plan  de  la  circonfé- 
rence  ;    appelons    6    (  fig .    ^2  ) 


l'angle  icOM  compté  positive- 
ment dans  le  sens  adopté  en  Tri- 
gonométrie. 

Le  mouvement  sera  défini  ana- 
lytiquement  si  l'on  donne  8  en*  fonction  du  temps  t 

e  =  <p(0; 

la  vitesse  angulaire  du  point  est  alors 

Cherchons  les  projections  des  vecteurs  vitesse  et  accéléra- 
tion sur  les  axes.  Nous  allons  retrouver  par  le  calcul  les 
résultats  établis  précédemment.  On  a  d'abord  pour  les 
coordonnées  du  point 


(M) 


ar  =  Rcos6,        ^==Rsin6. 


D'où  les  deux  projections  de  la  vitesse 


dx 


.  .rfe 


Vx  =  -TT  =  —  RsinO-ï-  =  —  RcDsinS  =  —  u)^, 


(V) 


dt 


dt 


Vy=^=      Rcos6^=      R(ocose  = 
•^       dt  dt 


10  :r. 
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Puis  les  projections  de  l'accélération 


Tx  = 


=  —  R  sin  e  "T-r  —  R  cose  (  -ï-  1 


-Rcose(^ 


(Y) 


dt^  dt^  \dt/ 

=  —  R  -^  sin6  —  R(o«  cosO 
at 

dm 


=  R~^cose  — Rw«sine 
at 

ddi 

Pour  interpréter  ces  formules,   remarquons  que  la   tan- 
gente MT,  menée  à  la  courbe  dans  le  sens  des  6  positifs, 

fait  avec  Ox  l'angle  0  H —  :  or  Ton  peut  écrire 

Le  vecteur  vitesse  est  donc  dirigé  suivant  MT  et  sa  valeur 
algébrique  estimée  positivement  suivant  MT  est 

ç  =  Ruj, 

résultat  déjà  trouvé  directement. 

Quant  au  vecteur  accélération,  on  écrira  ses  projections 


(ï) 


Y.r  =  R  -7-  cos  fÔH —  j— Rw*  cos  6, 
Y:r=  R  ^  sin  U  h-  ^)—  Rw*  sinô. 


Considérons  alors  un  vecteur  y^  dirigé   suivant  MT   et 
ayant  pour  valeur  algébrique  estimée  positivement  dans  le 
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sens  MT 

dta 

et  un  vecteur 

dirigé  de  M  vers  O;  les  projections  de  ces  deux  vecteurs 
sont  respectivement 

(,,).=  R§cos(e.î),      ,,.)x=  «§-(«-=)• 

(Y,,)^  =  —  R(o*cos6,  (Yn)y  =  — -  Rw*  sinO. 

Donc  les  projections  de  y  sur  chacun  des  axes  sont  res- 
pectivement les  sommes  des  projections  de  y^  et  y^  sur  le 
même  axe.  On  en  conclut  que  y  est  la  somme  géométrique 
des  vecteurs  y^  et  y^. 

L'accélération   dans   un   mouvement  circulaire   est  donc 

la  résultante  d'une  accélération  tangentielle  R-t-   et  d'une 

accélération  centripète  Rw^.  C'est  le  résultat  trouvé  direc- 
tement. 

Cas  particulier  :  mouvement  oirculaire  uniforme.  —  Si  (o 
est  constant,  le  mouvement  circulaire  est  uni/orme;  il  se 
fait  dans  le  sens  choisi  comme  positif  ou  en  sens  contraire, 
suivant  que  la  constante  (o  est positiife  ou  négative. 

Dans  ce  cas,  6  varie  proportionnellement  à  t 

6  =  tuf  -h  a; 

et  les  équations  sont 

a?  =  R  cos(u>f  H- a),        ^  =  R  sin((i>£  ■+- a), 

u>  =  const. 

L'accélération  se  réduit  alors  à  la  seule  composante  cen- 
tripète R(i)^.  Si  l'on  veut  mettre  en  évidence  le  sens  du 

A.  6 
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•  ■ 

iiiouvement,  on  peut  d'abord  supposer  a>  positif 

w  =  A:  >  o. 

On  a  alors  les  équations 

\a7  =  Rcos(A7-Ha), 
jr=  Rsin(A-^-ha). 

On  dit  quelquefois  que  Ton  a  un  mouvement  circulaire 
uniforme  gauche.  Si  co  est  négatif  o)  =  —  A*,  le  niouvenienr 
est  droit, '.les  équations  deviennent 

.  a:  =      R  cos(At  —  a), 
^   ^=— Rsin(A7  — a). 

30.  Mouvement  plan  d'un  point  dont  les  projections 
sur  deux  axes  rectangulaires  sont  animées  de  mouve- 
ments vibratoires  simples  de  môme  période D'apr{'> 

cet  énoncé  la  projection  du  mobile  sur  Ox  est  animée  d'un 
mouvement  vibratoire  simple;  on  a  donc 

a;  =  a  co8((uf  -!-«)> 

où  (a)  est  une  constante.  On  a  de  même  sur  Oy 

y  =^  b  cos(w'^  -f-  P). 

Les  périodes  ï   et  ï'  des  deux  mouvements  vibratoirc> 
sont 

T2  TZ  —f  '}.  TZ 

Los  périodes  étant  les  mêmes  par  hypothèse,  on  a 


tu  =  w'. 


Clierchons  alors  la  trajectoire,    en   éliminant  t  entre  le: 
deux  équations  ;  nous  supposerons  o),  a  et  b positifs. 
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Les  équations  développées  s'écrivent 

X  =  acosacosot)^  —  asinasino)^, 
y  •=ih  cos^cosco^  —  ^sin^sinco^ 

On  en  tire  facilement  les  valeurs 
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sincof  = 


COS(o£  = 


ay  cosa  —  hxco^^ 
a6sin(a  —  P) 

ay  sina  —  hx  sin^ 
ah  sin(a  —  P) 


et  en  substituant  dans 


sin*  (0  ^  -h  cos»  (i>  ^  =:  I 

et  simplifiant,  il  vient,  en  définitive,  ^ 

cC^y^-^-  h^x^ —  lab  xy  fto^ia.  —  p)  =  a*6*  sin'(a  —  P). 


Fig.  33. 


Cette  équation  représente  dans  le  cas  général  une  ellipse  ; 
on  dit  alors  que  le  point  est  animé 
d'une  vibration  elliptique. 

L'ellipse  est  tangente  aux  droites 
j;  =  ± a,  y=i±b^  parallèles  aux 
axes,  car  x  varie  évidemment  de 
—  a   à   H-aet^de  — 6àH-6 

ifig-  33). 

Cette  ellipse  est  décrite  dans  le 
temps  T  d'une  période,  car,  si  l'on 
augmente  /  de  T,  ^  et  j'  repren- 
nent les  mêmes  valeurs,  puisque 
les  arcs  sont  augmentés  de  2  7c; 
on  rend  ce  fait  évident  en  écrivant  les  équations 

=  acos(  "Y"  ■+-«)» 


X 
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La  position  de  cette  ellipse  dépend  de  la  difTérence  de 

phase.  Si  Ton  a 

a  —  p  =  2/nc, 

il  s'ensuit 

siD(a — p)=3  0,         cos(a  —  p)  =  i; 
l'équation  se  réduit  à 

la  vibration  redevient  rectiligne,  elle  a  lieu  suivant  la  droite 
double 

c'est  la  diagonale  du  rectangle. 
Si 

a  —  p  =  (2n-t-i)it, 

le  cosinus  étant  égal  à  —  i  et  le  sinus  nul,  la  vibration  s'effectue 
suivant  une  autre  droite  symétrique  de  la  première  par  rapport 

à  l'axe  des  x 

(ay  -h  6a7)»  =  o. 

L'ellipse  est  rapportée  à  ses  axes  dans  le  cas  où 

a  — p  =  (2/i-+-i)  j; 

son  équation  devient,  en  effet, 

a'ijrt  H-  6*  rr*  =  a*  A»  ; 

de  plus  si,  les  amplitudes  a  et  6  sont  égales,  la  trajectoire 
prend  la  forme  d'un  cercle 

on  dit  que  la  vibration  est  circulaire. 

Dans  le  cas  général,  les  projections  de  la  vitesse  sur  les 


axes  sont 
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ctx 

-j-  =  —  au)  sin((o^  +  x), 


dy 


Les  projections  de  Taccélëration  sont 

* 


=  —  aco*  cos(a>f -4-  a)  = —  tù^x^ 
,      = — 6u)*  cos(a)^-4- a)  =  — iù^y. 


dt^ 
d\y 


Il  en  résulte  que  l'accélération  totale  est 

Si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  vecteur  du  point  P,  dont  les 
coordonnées  sont  x  et  y,  on  a 


et 

l'accélération  passe  donc  par  le  point  O  :  elle  est  dirigée  vers 
le  centre  suivant  le  rayon  vecteur,  et  est  proportionnelle  à 
ce  rayon  vecteur. 

Dans  le  cas  de  la  vibration  circulaire  de  rayon  R,  on 
retrouve  la  formule  déjà  établie 

Sens  dans  lequel  Tellipse  est  décrite.  —  Supposons  qu'on 
donne  à  /  la  valeur  définie  par  l'équation  co/  4-  a  =  o,  alors 
le  point  vient  en  P  sur  la  droite  a:  =  a;  sa  vitesse  est  paral- 
lèle à  Oy,  car  pour  cette  valeur  de  ^  on  a 

dx  dy  .       .   ,n 

d7=°'       •57=-*o's■"(P-«^ 
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Si   cette  valeur  de  -j-  est  négative,  la   vitesse   en  P   est 

dirigée  dans  le  sens  Oy^  le  mobile  tourne  en  sens   inverse 
des  aiguilles  d'une  montre  (rotation  gauche);  si  cette  valeur 

de  -^  est  négative,  il  tourne  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 

montre  (rotation  droite). 
En  résumé,  si 

sin(P  —  a)<o        (rotation  gauche), 
sin(P  —  a)>o        (rotation  droite). 


31 .  Mouvement  le  plus  général  à  accélération  nulle. 

—  Si  l'accélération  est  nulle,  ses  projections  le  sont  aussi  : 
on  a  donc  le  système  d'équations 

'dF^^'         IF""^'         Iti"''' 
Il  en  résulte  que  l'on  a 


dx  _^  dy        ,  ^^  __   ff 

5?  ""  ^'         "S?  ~  ^  '         di  '^^ 


V,  p',  v^^  étant  des  constantes. 

Par  suite,  les  projections  de  la  vitesse  sur  les  trois  axes 
sont  des  constantes,  la  vitesse  est  constante;  on  a  enfin 

x  =  xo-hvt,      y  =yo'^^'iy       Z  =  ZQ-x-v''e, 

d'où  résultent  les  équations 

x  —  Xq      y  —yo  _  z  —  Zq 


—  r  —  »         • 

V  V  i> 


La  trajectoire  est  donc  une  droite  et  le  mouvement  est,  en 
définitive,  rectiligne  et  uniforme. 

32.  Mouvement  plan  en  coordonnées  polaires:  vi- 
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tesse,  accélération. —  Soit,  dans  un  plan  fixe  :rO^,  un  point 
mobile  M;  appelons  {fig^  34)  x  et  y  ses  coordonnées  car- 
tésiennes par  rapport 

,     1  Fie.  34. 

a  deux  axes  rectangu- 
laires fixes  Oa?  et  OjKï 
r  et  6  ses  coordon- 
nées polaires,  en  con- 
venant que  r  est  la  dis- 
tance OM  et  9  l'angle 

Pour  définir  le  mou- 
vement du  point  M, 
il  suffit  de  connaître 
r  et  8  en  fonction  de  t.  Soient,  comme  plus  haut,  MV 
et  My  les  vecteurs  vitesse  et  accélération  du  point  M  ;  pour 
déterminer  actuellement  ces  vecteurs  nous  chercherons  leurs 
projections  sur  deux  axes  rectangulaires  définis  comme  il 
suit.  Prenons  au  point  M  le  prolongement  MR  du  rayon  vec- 
teur OM  et  la  perpendiculaire  MP  au  rjiyon  vecteur  OM, 
cette  perpendiculaire  étant  menée  dans  le  sens  des  9  crois- 
sants. Nous  aurons  ainsi  deux  axes  MR  et  MP  sur  lesquels 
les  sens  MR  et  MP  seront  regardés  comme  positifs j  les  sens 
opposés  comme  négatifs.  L'angle  de  MR  avec  Ox  est  9  ;  celui 

de  MP  avec  Ox  est  6  H 

2 

Ceci  posé,  nous  désignerons  par 

Vr    et    Vp 


les  projections  du  vecteur  vitesse  sur  MR  et  MP  ;  par 


YR    et    YP 


les  projections  du  vecteur  accélération  sur  ces  mêmes  axes. 
Pour  calculer  ces  projections,  il  suffit  de  dériver  par  rap- 
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port  au  temps  les  formules  élémentaires 

permettant  de  passer  des  coordonnées  rectangulaires  aux 
coordonnées  polaires,  en  se  rappelant  que,  dans  le  mouve- 
ment, r  et  8  sont  des  fonctions  du  temps.  On  a  ainsi  pour  les 
projections  de  la  vitesse  MV  et  de  l'accélération  My  sur  les 
axes  O^  et  Oy 


(V) 


y 


dx        dr        .  .    û^ 

dt        dt  dt 

dy       dr  .    ^  .d^ 

dt       dt  dt 

-di^^VdT-^'KTt)  J^"^^ 

r     dr  d%  ^*01    .    ^ 

l     dt  dt  dt^i  ' 

r   dr  d^       rf«ei 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi,  en  mettant  en  évidence  les  cosinus 
directeurs  des  directions  positives  MR  et  MP,  cos  6,  sin6  et 

cos(9  +  î),sin(94-^) 


(Y) 


(V) 


dx       dr        .  rfe         /.       it\ 

—r  =  —r  CosB  -)-  /•  -r  cos  (  6  H )  , 

dt         \  2/ 


dt        dt 


!  d*x 

IF 


(Y) 


]dy       dr  .    .  «'O   .     /.       it\ 

r   dr  d^         d«6n         /„      icX 

^r-dtdt^'dr^\'"''(''^z) 


d\y      rrf«r        /rf9\n  .  fl 


dt 
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Vitesse.  —  Prenons  d'abord  les  formules  (V)  relatives  à  la 
vitesse.   Elles  montrent  que  si  Ton  porte  sur  MR  un  seg- 

ment  Vr  ==  ^  estimé  positivement  dans  le  sens  MR  et  sur  MP 
un  segment  Vp=  r  ^  estimé  positivement  dans  le  sens  MP, 

les  projections  "j:  ^^'^  ^^  1*  vitesse  MV  sur  chacun  des  axes 

Ox  et  Oy  sont  égales  respectivement  aux  sommes  des  pro- 
jections des  segments  Vr  et  Vp  sur  le  même  axe.  Le  vecteur 
vitesse  MV  est  donc  la  somme  géométrique  des  segments 

que  nous  venons  de  définir.  On  peut  dire  aussi  que  ces  deux 
segments  sont:  l'un  Vr  la  projection  de  la  vitesse  sur  le  rayon 
vecteur  MR,  l'autre  Vp  sur  la  perpendiculaire  MP.  La  pre- 
mière composante  Vr  s'appelle  quelquefois  vitesse  de  glis- 
sement du  mobile  le  long  du  rayon  vecteur  et  l'autre  Vp, 
vitesse  de  circulation  du  mobile  autour  du  point  O.  La 
grandeur  de  la  vitesse  est 


v=/'«^=V(|)'-(^' 


é/ey 


Accélération.  —  Les  formules  (y)  relatives  à  l'accélération 
s'interprètent  de  la  même  façon.  Si  l'on  porte  sur  MR  un 
segment 

et  sur  MP  un  segment 


dr  d^         É^*6 
^^^^ditt^'-df^' 


,        ,  .         /    V  .  1  ...         d^x    ,  d*y  j 

les  équations  (y)  expriment  que  les  projections  -j—  et  -~^  de 
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raccélération  M  y  sur  chacun  des  axes  O^  et  Oy  sont  égales 
respectivement  aux  sommes  des  projections  des  segments  ^n 
et  Yp  sur  le  même  axe".  Le  vecteur  accélération  My  est  donc  la 
somme  géométrique  des  deux  segments  y^  et  yp  que  nous 
venons  de  définir.  On  peut  dire  aussi  que  ces  deux  seg'menls 
sont  Tun  y^  la  projection  de  Taccélération  sur  le  rajon  vec- 
teur MR,  l'autre  yp  la  projection  de  l'accélération  sur  la  per- 
pendiculaire MP.  La  grandeur  de  l'accélération  est 

Remarque.  —  La  projection  ypde  l'accélération  sur  la  per- 
pendiculaire MP  au  rayon  vecteur  peut  s'écrire  évidemmeni 


(0  ï-;.l('--^' 


F    d  /   ^dd\ 
dt) 


comme  on  le  voit  en  calculant  la  dérivée  de  la  parenthèse 
par  rapport  à  ^  et  réduisant. 

Exemples.  —    i**  Soit  d'abord  un  mouvement  plan  dans 
lequel  r  et  9  varient  proportionnellement  à  t 

(2)  '  r  =  at,         h  — ht, 

a  elb  désignant  deux  constantes  positives  et  t  variant  de  o 
à  oc.  I^a  trajectoire  a  pour  équation  polaire 

r  =  ï-6  : 
0 

c'est  une  spirale  d'Archimède.  Actuellement 

t/se  d*r 

On  a  donc  pour  les  composantes  de  la  vitesse 

Vr=  a,         Vp  =  abt  =  br\ 
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là  vitesse  de  glissement  est  constante  ;  la  vitesse  dé  circula- 
tion est  proportionnelle  à  /. 

Pour  les  composantes  de  Taccélération  on  a  de  même 

YR  =  —  ab*t  =  —  b^Py 
Yp=  'iab. 

La  composante  y^  étant  négative,  la  projection  de  l'accélé- 
ration sur  le  rayon  vecteur  est  dirigée  de  M  vers  O. 

2®  Soit  un  mouvement  plan  dans  lequel  on  a 

(3)  r  =  a{t^k),         ^  =  j^f^> 

m 

a,  6,  k  étant  des  constantes  positives  et  t  prenant  des  valeurs 
positives  de  o  à  oo. 

La  trajectoire  est  la  courbe 

ab 

facile  à  construire.  Les  composantes  de  la  vitesse  et  de 
l'accélération  sont 

ab* 

La  valeur  de  "^^  s'obtient  immédiatement  si  l'on  remarque 
que 

r*  -7-  =  —  a»  6 
dt 

est  constant,  La  formule  (i)  indique  alors  que  yp  est  nuL 
Dans  le  mouvement  considéré,  l'accélération  n'a  donc  pas 
de  composante  perpendiculaire  au  rayon  vecteur;  elle  est 
dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  et  elle  se  confond  avec  sa 
composante  y^.  Comme  ici  yn  est  négatif,  l'accélération  My 
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est  dirigée  de  M  vers  O,  ce  qu'on  pouvait  prévoir  d'après 
la  forme  de  la  trajectoire,  car  l'accélération  étant  toujours 
dans  la  concavité  de  la  trajectoire  et  étant  ici  dirigée  suivant 
le  rayon  vecteur  ne  peut  être  dirigée  que  dans  le  sens  MO. 
Lorsque  l'accélération  d'un  mobile  M  est  dirigée  con- 
stamment suivant  le  rayon  vecteur  OM  allant  d'un  point 
fixe  O  au  mobile,  on  dit  que  V accélération  est  centrale 
relativement  au  point  O  ;  c'est  ce  qui  arrive  dans  l'exemple 
que  nous  venons  de  traiter;  l'accélération  du  point  M  dans 
le  mouvement  défini  par  les  équations  (3)  est  donc  centrale. 

33.  Vitesse  aréolaire  d'un  point  dans  un  plan.    — 

Soit  un  point  M  décrivant  {fig^  35)  une  courbe  plane.  Joi- 
gnons   un    point  fixe   O   du   plan   au 
'^*  point  M  et  considérons  l'aire  A  du  sec- 

teur MqOM  balayé  par  le  rayon  vec- 
teur OM  quand  le  mobile  passe  de  la 
position  initiale  Mq  à  la  position  M. 
Cette  aire  est  une  fonction  de  ^  :  sa 

dérivée  -j-  par  rapport  au  temps  s'ap- 
pelle vitesse  aréolaire  du  point. 
Prenons  un  axe  polaire  O^  et  appe- 
lons r  et  0  les  coordonnées  polaires  du  point  M  à  l'instant  /. 
Quand  t  croît  de  A^,  le  point  prend  la  position  M'  de  coor- 
données r  -f-  Ar  et  8  H-  Aô,  l'aire  A  croît  de 

AA  =  secteur  MOM'. 

Décrivons  de  O  comme  centre  les  arcs  de  cercle  MH  et 
M'K  de  rayons  respectifs  r  et  r-t-Ar;  l'aire  AA  est  évi- 
demment comprise  entre  les  deux  secteurs  MOH,  M'OK  : 

-  r»  AO  <  AA  <  i(r  -h  Ar)»  AO. 
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Divisons  par  A^ 

a       A^  ^  Ai  ^  2  ^  ^   A^ 

Quand  Ai  tend  vers  zéro,  ~  tend  vers  la  dérivée  8J  ou  -j- 

*  AA 

de  9  par  rapport  au  temps,  Arlend  vers  zéro,  et  —  tend  vers 

éAù 

la  vitesse  aréolaire  -j-  •  On  a  donc 

at 

(4)  vitesse  aréolaire  =  -7-  =  -  r»  -r  • 

En  coordonnées  cartésiennes,  on  a 

/rv  .  1  •  <^A.       I  /    dy         dx\ 

(5)  vitesse  aréolaire  =  -=-  =  -  (  ^  -7-  —  Y—r\\ 
^    ^  dt        i\     dt       -^  dt)* 

en  effet, 

y 

r*  =  ip*-hr',        ô  =  arctang-; 

X 

donc 

rfe       ^li'^^'di 
dt  ■"       ^«H-j^*       ' 

en  substituant  dans  (4)  on  a  la  nouvelle  formule  (5). 

On  peut  énoncer  à  ce  sujet  plusieurs  théorèmes  impor- 
tants : 

I.  Examen  du  cas  où  la  vitesse  aréolaire  dans  un 
mouvement  plan  est  constante. 

Supposons  un  mobile  qui,  dans  un  plan  fixe,  se  meut, 
autour  d'un  point  fixe  O  du  plan,  de  telle  façon  que  sa 
vitesse  aréolaire  reste  constante. 

En  prenant  ce  point  O  comme  origine  d'un  système  de 
coordonnées  polaires,  l'hypothèse  faite  s'exprime  par  l'équa- 
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tion 

/•*  ^  =  c 

dt 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes,  par  l'équation  équivalente 

dr_dx__r 
""dt      ^di--^' 

Cette  équation  a  une  interprétation  géométrique  remar- 
quable :  en  désignant,  comme  plus  haut,  par  A  l'aire  du 
secteur  Mo  OM  balayé  par  le  rayon  vecteur  OM  de  l'instant  i^ 
à  l'instant  /,  on  peut  l'écrire 

dX  _  i_ 
dt'^i^' 

d'où,  en  intégrant  et  remarquant  que  A  est  nul  pour  t=  t^^ 

On  voit  donc  que,  si  la  vitesse  aréolaire  est  une  con- 
stante C,  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  allant  du 
point  O  au  mobile  varie  proportionnellement  au  temps 
employé   à   la  décrire;   réciproquement,    si  l'aire  A  est 

proportionnelle  au  temps,  la  vitesse  aréolaire  -j-  est  une 

constante  G.  On  dit  alors  que  le  mouvement  du  mobile  se 
fait  suivant  la  loi  des  aires  autour  du  point  O,  ou  encore 
que  le  théorème  des  aires  a  lieu  autour  du  point  O'  La 
constante  G  est  appelée  constante  des  aires.  Elle  est  posi- 
tive ou  négative,  suivant  que  -,-  est  positif  ou  négatif,  c'est- 
à-dire  suivant  que  le  mobile  tourne  autour  de  O  dans  le 
sens  des  9  positifs  ou  en  sens  contraire. 

Quant  à  la  valeur  absolue  de  G,  elle  est  égale  au  double 
du  rapport  de  l'aire  décrite  au  temps  employé  à  la  décrire. 
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comme  il  résulte  de  l'équation  des  aires  (6)  écrite  sous  la 
forme 


C  = 


/  —  to 


On  peut  dire  aussi  que  C  est  le  double  de  Taire  décrite 
pendant  C  unité  de  temps;  car,  si  l'on  suppose  t  —  ^0=1, 
on  a  C=  2A. 

II.  Théorème.  —  Si  un  point  se  meut  dans  un  plan 

fixe  avec   une   vitesse  aréolaire  constante    {c* est-à-dire 

suivant  ta  loi  des  aires),  autour  d^un  point  fixe  O  du  plan, 

V accélération  du  mobile  passe  constamment  par  ce  point  ; 

elle  est  centrale  relativement  à  ce  point. 

En  effet,  si  un  mobile  décrit  une  courbe  plane  avec  une 
vitesse  aréolaire  constante  autour  d'un  point  O,  on  a,  en 
prenant  ce  point  comme  origine  d'un  système  de  coordonnées 
polaires, 

dt  ' 

la  composante  yp  de  l'accélération  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  est  alors  nulle  en  vertu  de  la  formule  (1),  puisque  la 

dérivée  de  r^-jrest  nulle;  l'accélération  est  donc  dirigée 

suivant  le  rayon  vecteur,  daijs  un  sens  ou  dans  l'autre  :  elle 
est  centrale.  Le  sens  dans  lequel  l'accélération  est  dirigée 
sur  le  rayon  vecteur  OM  est  indiqué  par  le  signe  de  y^  : 
quand  on  connaît  la  forme  de  la  trajectoire,  ce  sens  résulte 
immédiatement  de  ce  que  l'accélération  est  située  dans  la 
concavité  de  la  trajectoire. 

Remarque.  —  La  démonstration  de  ce  théorème  est  éga- 
lement immédiate  en  coordonnées  rectangulaires.  En  effet,  la 
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vitesse  aréolalre  étant  constante,  on  a 

dy         dx      ^ 
dt       -^  dt  ' 

en  dérivant  par  rapport  à  ^  on  en  déduit 

d^y         d>x  ^ 

d^  X  d^y 

It^  "dF 

9 


X  y 

et  cette  équation  exprime  que  l'accélération  v  du  point  M 
passe  par  l'origine,  car  elle  signifie  que  les  projections  de  " 
sont  proportionnelles  à  celles  de  OM . 

III.  Théorème  réciproque.  —  Si  an  point  M  se  meut 
dans  V espace  de  telle  fa^on  que  son  accélération  passe 
constamment  par  un  point  fixe  O,  sa  trajectoire  est  dans 
un  plan  passant  par  O  et,  dans  ce  plan,  la  vitesse  aréolaire 
du  mobile  est  constante, 

« 

En  effet,  prenons  le  point  O  comme  origine;  l'accélé- 
ration Y  du  point  M  étant  dirigée  suivant  la  droite  OM,  ses 
projections  sont  proportionnelles  à  celles  de  OM;  on  a  donc 

d'^x         d'^y  d*z 


dt^  dt^  dt* 


X 


on  en  déduit 


d*  z  d*y 

•^   dt^  dt*          ' 

,    ^                                     ,      d*x  d*z 

d^Y  d^x 

dt^  -^  dt^ 
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Mais  ces  équation^  donnent  ces  trois  suivantes 

dz        4y  ^  k 

,      dx  dz       ^ 

dy  dx       ^ 

="  dJ  -  ^ -3i  =  ^' 

A,  B,  C  désignant  des  constantes,  car  le  premier  membre  de 
chaque  équation  (7)  est  la  dérivée  par  rapport  à  ^  du  premier 
membre  de  Téquation  correspondante  (8).  Ajoutons  ces 
dernières  équations,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  x^y,  z\  nous  aurons 

o  =  Plx  -h  hy  -\-  C-5, 

équation  d'un  plan  passant  par  l'origine.  'La  trajectoire  est 

donc  dans  un  plan  passant  par  le  point  O. 

Pour  voir  qu'elle  est  parcourue  suivant  la  loi  des  aires 

(vitesse  aréolaire  constante),  il  suffit  d'imaginer  que  l'on 

prenne  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  xOy\  l'équation 

établie  plus  haut, 

dy  dx 

dt       '^   dt 

exprime  que  la  vitesse  aréolaire  est  égale  à  C.  On  peut  dire 
aussi  que,  dans  le  plan  de  la  trajectoire  on  a  Yp=  o,  puisque 
l'accélération  est  supposée  centrale;  donc,  d'après  la  for- 
^mule(i), 


d  (  _rfe\ 


d^ 

dt        ^' 


cç  qu'il  fallait  démontrer. 


Exemple.  —  Dans  le  problème  du  n**  30,   mouvement 
plan  d\in point  dont  les  projections  sur  deux  axes  rectan- 

A.  -^ 
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gulaires  sont  animées  de  moui^ements  uibratoires  de  même 
période  y  nous  avons  vu  directement  que  raccéléralion  est 
centrale»  Le  mouvement  se  fait  dans  un  plan  passant  par  O  : 
le  théorème  des  aires  s'applique;  vérifîons-le. 
D'après  les  équations  du  mouvement, 

a?  =  a  cos (  w  ^ -h  a  ), 
V  =  b  cos^wr  -r-  p), 

on  trouve  immédiatement  pour  la  vitesse  aréolaire 


2  V      dt       -^   dt  J 


dX        I  /     dy  dx 

'~di 


= ahhi  sin(P  —  a), 

2  ^ 

expression  qui  est  bien  constante, 

Ljomme  "^7  =  "*  ^^  ^st  du  signe  de  ^j  on  voit  que  le 

mobile  tourne  dans  le  sens  des  B  croissants  ou  en  sens 
contraire,  suivant  que  sin(P  —  a)  est  négatif  ou  positif  :  on 
retrouve  ainsi,  sous  une  autre  forme,  le  résultat  donné  à  la 
fin  du  n«  30. 


34.  Mouvement  d'un  point  en  coordonnées  semi-po- 
laires ou  cylindriques.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires 
OîT,  Oy^  O2  et  un  mobile  M  de  coordonnées  x,  y^  z. 

Projetons  ce  point  {/ig'.  36)  en  m  sur  le  plan  xOj',  et 

appelons  r  la  distance  O/n,  8  l'angle  polaire  xOnt;  les 
quantités 

r,   e,   z 

sont  les  coordonnées  semi-polaires  du  point  M  ou,  suivant 
une  expression  employée  en  Allemagne,  les  coordonnées 
cylindriques  du  point. 

En  d'autres  termes  les  coordonnées  semi-polaires  sont  les 
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coordonnées  polaires  /•  et  ô  de  la  projection  m  du  point  sur 
le  plan  xOy  jointes  à  la  cote  z  du  point.  Les  formules  de 
transformation  élémentaire  donnent 

X  =  rcosô, 
y  =  rsinô, 

z  =  z. 


Le  mouvement  du  mobile  sera  défini  par  les  expressions 
de  r,  6,  z  en  fonction  de  t. 

Pour  déterminer  les  vecteurs  vitesse  et  accélération  on 
imaginera  e^  M  trois  axes 
rectangulaires    ainsi    dé- 
linis  : 

I®  un  axe  MR  obtenu 
en  abaissant  de  M  une 
perpendiculaire  MR'  sur 
l'axe  O  r  et  prenant  le  pro- 
longement de  cette  per- 
pendiculaire à  {'opposé  de 
Taxe  ; 

2®  un  axe  MP  obtenu 
en  élevant  en  M  une  per- 
pendiculaire au  plan  zOM.  du  côté  des  9  croissants; 

3°  un  axe  MZ  parallèle  à  Oz  et  de  même  sens  que  O-s. 

Pour  déterminer  les  deux  vecteurs  vitesse  MV  et  accéléra- 
tion My,  il  suffira  de  connaître  en  grandeurs  et  signes 
leurs  projections  respectives 

Vr,    Vp,    V„ 

ÏR,       ÏP»      ï*» 

sur  ces  trois  axes  orientés  MR,  MP,  MZ. 

Or  un  calcul  identique  au  précédent  (n**  32)  donne  les 
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résultats  suivants 

dr  ^  d^  ^        dz 


(9)  { 


^^-■dô-'\Tt) 


_      dr^  d^ 

^'*  ~~  ^  dt  dt'^^  dt 


*        /•  dt\      dt) 


où  Vr,  Vp,  Yrî  Yp  ^^'^^  '^^  mêmes  que  plus  haut  (n®  32),  el 
où  les  expressions  de  V«,  y^  sont  les  projections  -j-  et  ^-^  de 
la  vitesse  et  de  Taccélération  sur  Oz, 

Cas  particulier.  —  Si  l'accélération  du  mobile  M  est 
constamment  dans  un  même  plan  avec  Os,  la  vitesse 
aréolaire  du  point  m  projection  de  M  sur  le  plan  xOy 
est  constante  ;  et  réciproquement. 

En  effet,  si  raccélëration  y  est  dans  le  plan  .»OM,  yp  est 
nul,  donc 

d  (     M\  rfO       ^, 

dtV'di)-''^       '"di-^^ 

ce  qui  démontre  la  proposition  directe.  Réciproquement,  si 
r^-T-  est  constant,  yp  est  nul  et  l'accélération  est  dans  le 
plan  5OM. 

35.  Dérivées  géométriques.  Leur  application  à  la 
définition  de  la  vitesse  et  de  l'accélération.  —  Soit  un 
vecteur  OM  dont  l'origine  O  est  fixe  {fig»  37)  et  dont  l'ex- 
trémité M  est  animée  d'un  mouvement  déterminé  de  façon  à 
décrire  une  certaine  trajectoire  :  à  l'instant  t  le  vecteur  a  , 
une  position  OM,  à  l'instant  t  -\-  tkt  une  position  0M|.  L'ac- 


r         » 
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croissement  géométrique  du  vecteur  est  la  différence  géomé- 
trique 

(OMi)-(OM), 

c'est-à-dire  un  vecteur  égal  à  MM| .  Le  rapport  de  cet  accrois- 
sement à  l'accroissement  A^  du  temps  est  le  vecteur  MB, 

M  if 

a^ant  même  direction  et  même  sens  que  MM i . 

Quand  A^  tend  vers  zéro,  ce  vecteur  MB  tend  vers  un  vec- 
teur limite  MD,  tangent  à  la  trajectoire,  qu'on  appelle  déri- 
vée géométrique  du  vecteur  OM. 

D'après  cela,  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur  va- 
riable, d'origine  fixe,  est  la  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  géométrique  ^^^'  ^7- 

du  vecteur  à  l'accroissement  correspon- 
dant ùit  du  temps,  quand  ùkt  tend  vers 
zéro. 

On  voit  alors   immédiatement,   d'après 
la  définition  même  de  la  vitesse  moyenne 
et  de  la  vitesse,   que  :    la  vitesse  d'un 
point  M  est  la  déris^ée  géométrique  d'un  vecteur  issu  d'un 
point  fixe  quelconque  et  allant  au  mobile. 

On  voit,  de  même,  d'après  la  définition  de  l'accélération  à 
l'aide  de  l'hodographe,  que  :  l'accélération  d'un  mobile  M, 
à  un  instant  quelconque,  est  égale  à  la  dérivée  géomé- 
trique d'un  vecteur  OW,  d'origine  fixe  O  (Jtg-  20),  égal 
à  la  vitesse  MV  du  mobile. 

L'accélération  apparaît  alors  comme  étant  la  vitesse  avec 
laquelle  varie  le  vecteur  vitesse. 

Projection  de  la  dôrivôe  géométrique  d'un  vecteur  sur  un 
axe.  —  Soit  un  vecteur  OM  d'origine  fixe  O  :  considérons 
les  projections  de  ce  vecteur  sur  un  axe  fixe,  les  projections 
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étant  faites  par  des  plans  parallèles  à  un  plan  fixe.  On  peul 
toujours  supposer  que  l'axe  passe  par  O,  car  les  projections 
d'un  vecteur  sur  des  axes  parallèles  sont  égales. 

Soit  alors  Ox  l'axe  sur  lequel  on  projette,  les  projections 
étant  failes  parallèlement  au  planj^Oz. 

La  projection  Om  du  vecteur  n'est  autre  chose  que  l'ab- 
scisse X  du  point  M  dans  le 
^^'  système  d'axes  obliques  ou 

rectangulaires  O^,  O^'. 
Oz.  A  l'instant  t -{- At  le 
vecteur  occupe  une  posi- 
tion 0M|  (fig-  38)  ayant 
pour  projection  x  -h  àx  : 
le  vecteur  MMi^  différence 
géométrique  de  0M|  et  OM, 
a  pour  projection  la  diflerence  des  projections  de  OM,  el 
de  OM,  c'est-à-dire  (x  -f-  ùlx)  —  x  =  àx.  Le  vecteur 

étant  égal  au  vecteur  MM,  divisé  par  At  a  pour  projection  la 

projection  de  MM,  divisé  par  A/,  c'est-à-dire  —  • 

Enfin,  en  supposant  que  A^  tende  vers  zéro,  le  vecteur  MB 
tend  vers  la  dérivée  géométrique  MD  de  OMetsa  projection 

tend  vers  la  limite  -r-  ou  x'^ ,  qui  est  la  projection  de  la  déri- 
vée géométrique  MD. 

En  résumé  :  la  projection  de  la  dérivée  géométrique 
d^un  vecteur,  d'origine  fixe,  sur  un  axe,  est  égale  à  la 
dérivée  de  la  projection  du  vecteur  sur  cet  axe. 

Projection  orthogonale  de  la  dérivée  géométrique  d'un 
vecteur  sur  le  vecteur  lui-môme.  —  Appelons  ;•  la  longueur 

OM  (lu  vecteur  d'origine  fixe  O;  quand  le  temps  varie,  le 
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vecteur  change  de  longueur  et  de  direction,  r  est  une  cer- 
taine fonction  du  temps.  Prenons  sur'  le  vecteur  OM,  à  l'in- 
stant /,  comme  sens  positif,  le  sens  OM;  alors  la  projection 
orthogonale  de  la  dérivée  géométrique  de  OM  sur  OM  est 

égale  a  -j-  ou  r^ . 

On  peut  déduire  ce  théorème  du  précédent.  Prenons  un 
axe  fixe  quelconque  0^7  et  projetons  orthogonalement  le  vec- 
teur OM  sur  cet  axe.  En  appelant 
{fig.  39)  r  la  longueur  OM  et  0  Fig-  ^9. 

l'angle  a?OM,  on  a 

T  =  rcosO. 

Les  quantités  r  et  B  varient  en 

fonction  du  temps. 

La  projection  de  la  dérivée  géométrique  MD  de  OM  sur  O  :r 

est 

rw        dx  ^         dr  •    ad^ 

nt  at  ai 

Cette  formule  est  vraie  quel  que  soit  le  choix  de  l'axe  Ox] 

dès  lors,  pour  avoir  la  projection  D^  de  MD  sur  OM,  prenons 

pour  axe  fixe  O^  la  position  OM  du  vecteur  à  l'instant  /. 

Nous  aurons 

6  =  0 

et,  par  suite, 


Dr  = 


dr 
di 


Applications  :  Premier  problème.  —  Quelle  est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  dérivée  géomé- 
trique D  rf'wn  vecteur  OM  soit  constamment  dirigée  sui- 
vant ce  vecteur  ?  —  Nous  allons  montrer  que  cette  condition 
est  que  r  orientation  du  vecteur  soit  constante. 

En  effet,  actuellement,  le  vecteur  dérivé  se  confond  avec 
sa  projection  sur  OM.  Le  segment  MD,  estimé  positivement 
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dr 

dans  le  sens  OM,  est  donc  -3-  en  appelant  r  la  longueur  OM. 

La  projection  de  ce  segment  sur  un  axe  fixe  quelconque  Ox 
est 

TV  ^''  A 

D^=  ^cosO, 

B  étant  l'angle  j?OM.  Mais,  comme  la  projection  x  de  OM 

sur  Ox  est 

î  X  =  rcos6, 


on  a  aussi 


dx       dr       g,  .   A  ^ 

_  =  _cos6-rs,n6^ 


Comparant  ces  deux  formules,  on  voit  que  rsinB^  est 

nul,  comme  r  et  9  sont  différents  de  zéro,  -j-  est  nul^  et  8  est 

constant.  *  /* 

> 

L'angle'  de  OM  avec  un  axe  fixe  Ox  {fig^  4o)  pris  arbi- 

y  trairement  étant  constant,  OM  a  une 

^'^  ^^'  orientation  fixe  dans  l'espace.  Cette 

condition  nécessaire  est  évidemment 
suffisante. 

On  peut  se  rendre  compte,  approxi- 
mativement, de  cette  condition  en  re- 
marquant que,  si  l'orientation  du  vec- 
teur change,  comme  dans  la  figure  87,  la  dérivée  MD  du  vec- 
teur fait  avec  le  vecteur  un  angle  qui  est  différent  de  zéro 
comme  étant  l'angle  de  la  tangente  MD  à  la  trajectoire  de  M 
avec  OM.  -* 

Deuxième  problème.  —  Quelle  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  dérivée  géométrique  d'un 
vecteur  soit  constamment  normale  à  ce  vecteur  ?  —  Cette 
condition  est  que  la  longueur  r  du  vecteur  reste  constante. 
En  effet,  si  le  vecteur  dérivé  D  est  constamment  perpendi- 
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culaire   sur  OM,  sa  projection   sur  OM   est  conslamment 

dr 
dt 


dr 
nulle  ;  or  cette  projectiou  est  -j-  •  On  a  donc 


dr 

-— -  =r  O,  r  =  CODSt. 

at 

dr 
Réciproquement,  si  r  est  constante,  -t-  est  nul  et  le  vec- 

leur  D  est  perpendiculaire  sur  OM. 

On  peut  se  rendre  compte  approximativement  de  ce  ré- 
sultat en  remarquant  que,  si  r  varie,  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire de  M  est  oblique  sur  OM;  si,  au  contraire,  r  est 
constant,  le  point  M  décrit  une  courbe  située  sur  une  sphère 
de  centre  O  et  la  tangente  MD  à  cette  courbe  est  perpendi- 
culaire au  rayon  OM. 

Troisième  problème.  —  Quelle  est  la  condition  néces- 
saire et  sujp^sante  pour  que  la  dérivée  géométrique  d'un 
vecteur  soit  nulle  ?  —  Il  faut  et  il  suffit  que  ce  vecteur  soit 
constant  en  grandeur,  direction  et  sens. 

En  eflet,  si  la  dérivée  géométrique  est  nulle,  sa  projection 
sur  un  axe  quelconque  Ox  est  nulle.  Or  cette  projection 

est  --Tji  :r  désignant  la  projection  du  vecteur  sur  l'axe  :  donc 

X  est  constant;  cette  propriété  ayant  lieu  pour  un  axe  quel- 
conque, l'extrémité  M  du  vecteur  est  immobile. 

On  peut  dire  aussi  que,  la  vitesse  de  l'extrémité  M  du  vec- 
teur étant  nulle,  cette  extrémité  est  fixe. 

36.  Applications  à  raccèlèration.  —  Nous  allons,  comme 
exercice,  appliquer  ces  notions  à  quelques  questions  relatives 
à  l'accélération,  déjà  traitées  directement.  Pour  une  trajec- 
toire quelconque,  nous  avons  vu  que  l'accélération  est  la  dé- 
rivée géométrique  d'un  vecteur  OM'  d'origine  fixe  O  égal  à  la 
vitesse  du  mobile.  On  peut  alors  immédiatement  résoudre 
les  problèmes  suivants  : 
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Premier  problème.  —  Quelle  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  V accélération  d^ un  mouvement  soit 
constamment  tangente  à  la  trajectoire  ?  —  Comme  la  vi- 
tesse est  tangente  à  la  trajectoire,  cela  revient  à  demander 
quelle  est  la  condition  pour  que  l'accélération  ait  même  di- 
rection que  la  vitesse.  Mais  Faccélération  est  la  dérivée  géo- 
métrique d'un  vecteur  OM' égal  à  la  vitesse;  il  faut  donc 
chercher  dans  quel  cas  la  dérivée  du  vecteur  OM'  a  même 
direction  que  ce  vecteur.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
vecteur  OM',  c'est-à-dire  la  vitesse,  ait  une  orientation  fixe. 
La  vitesse  ayant  une  orientation  fixe,  le  mouvement  est  rec- 
tiligne. 

Deuxième  problème.  —  Quelle  est  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  l^ accélération  soit  constamment 
normale  à  la  trajectoire  ?  —  Si  Taccélération  est  normale 
à  la  trajectoire,  elle  est  normale  à  la  vitesse  :  or  l'accélération 
est  la  dérivée  géométrique  d'un  vecteur  OM'  égal  à  la  vitesse: 
la  longueur  r  de  ce  vecteur  est  précisément  la  valeur  numé- 
rique zh  t^  de  la  vitesse.  On  veut  que  la  dérivée  du  vecteur 
lui  soit  perpendiculaire  :  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
vecteur  ait  une  longueur  constante,  c'est-à-dire  que  la  vitesse 
ait  une  valeur  numérique  constante, 

La  trajectoire  a  alors  une  forme  quelconque,  mais  elle  est 
parcourue  d'un  mouvement  uniforme. 

Dans  ce  cas,  l'hodographe  est  une  courbe  tracée  sur  une 
sphère  de  centre  O. 

Troisième  problème.  —  Quel  est  le  mouvement  le  plus 
général  dont  l^ accélération  est  nulle  ?  —  La  dérivée  géo- 
métrique du  vecteur  OM',  égal  à  la  vitesse,  est  nulle.  Ce  vec- 
teur est  donc  constant  en  grandeur,  direction  et  sens.  La 
vitesse  étant  constante  en  direction,  le  mouvement  est  recli- 
ligne  ;  la  vitesse  étant  aussi  constante  en  grandeur,  le  mou- 
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vemenl  est  uniforme.  Le  mouvement  est  donc  rectiligne  et 
uniforme. 

Dans  ce  cas  l'hodographe  est  un  point. 


EXERCICES  SUR  LE  PARAGRAPHE   III. 

« 

1.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  M  dont  les  projections 
sur  les  trois  axes  Ox^  Oy^  Oz  sont  animées  de  mouvements 
vibratoires  simples  de  même  période  : 

j?  =  a  cos(u>f -f- a),         ^  =  6  cos((i>/ -h  p),  ^  =  c  cos(a)<  H- y), 

a,  6,  c,  a,  p,  ^  étant  des  constantes. 

Réponse  : 

Les  projections  de  l'accélération  sont 

L'accélération  est  donc  centrale  et  proportionnelle  à  la  distance 
OM.  Dès  lors  Isi  trajectoire  est  dans  un  plan  passant  par  0;  elle  est 
parcourue  suivant  la  loi  des  aires.  On  vérifie  directement  ces  propo- 
sitions en  partant  des  équations  du  mouvement.  On  voit  de  plus  que 
la   trajectoire  est  une  ellipse  de  centre  O  parcourue  dans  le  ten>ps 

T=  — •  En    appelant  S  la  surface  de  cette  ellipse,  on   a  pour  la 

constante  des  aires  G  la  valeur 

„  __  2S  __  wS 
""   T   ""    7: 

2.  Un  mobile  M  décrit  une  courbe  plane  donnée  suivant  la  loi 
des  aires  autour  d'un  point  O  du  plan;  calculer  son  accéléra- 
tion. 

Réponse  : 

Soit/(r,  6)  =  o  réquation  de  la  courbe  donnée  en  coordonnées 
polaires,  r  désignant  la  distance  OM. 
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On  a 

(■)  .      "'S^c-. 

la  composante  yp  est  nulle;  raccélération  est  centrale;   sa   yaleur 
algébrique  yr»  estimée  positivement  dans  le  sens  OM,  est 


d^r     •     fd^y 


dt^ 


Prenons  0  comme  variable  indépendante  :  nous  avons 


d'après  (t);  ou  encore 


dr  _drdb       dr  C^ 
di  "^  d^  dt  "  rfO  r« 


dr  _       p      r 

dt  "       r/e  ■ 


Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  f,  en  écrivant 

d  /dr\        d  /dr\   d^ 


d_(dr\  _  d^(dr\  rfO  ^ 
dt\dt  J  ^  d^\dt)  dt' 


nous  aurons 

dt^ 

r  db            C*        r 

D'où  enfin 

^                                   k 

(a) 

cf.     *;^ 

Cette  formule  est  appelée  formule  de  Binet,  L'équation    de  la 

courbe  étant  donnée,  on  en  déduit  -  r=  (p(0),  et  l'expression  de  yr 

s'obtient  par  de  simples  dérivations.  Pour  que  le  problème  soit 
entièrement  déterminé,  il  faut  dire  en  fonction  de  quelle  variable 
r  ou  0,  Yr  <loit  être  exprimé.  Par  exemple,  si  yr  àoxl  être  exprimé 
en  fonction  de  r,  on  éliminera  0  de  l'expression  de  yr  en  se  servant 
de  l'équation  de  la  courbe. 


CINEMATIQUE.  IO9 

Cas  particuliers.  —  (Dans  tous  ces  cas  nous  nous  assujettissons 
à  exprimer  yr  en  fonction  de  r.) 

(a).  La  trajectoire  est  une  droite 

-  =  acosO  +  b  sin6, 

r 

YR  =  0. 

Ce  résultat  est  évident,  car,  si  une  droite  est  parcourue  suivant 
la  loi  des  aires,  elle  est  décrite  d'un  mouvement  uniforme;  l'accé- 
lération est  nulle, 

« 

(P).  La  trajectoire  est  une  section  conique  ayant  un  foyer 
en  O  et  tournant  sa  coNCAviré  vers  O  {ellipse^  parabole ,  ou 
branche  d'hyperbole  concave  vers  O).  On  a 

-  =  — I —  cos(6  —  a), 
'PP 

(p  paramètre,  e  excentricité).  On  trouve 

C« 
pr- 

Taccélération  est  dirigée  vers  O  et  varie  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

(y)*  La  trajectoire  est  une  section  conique  ayant  un  foyer 
en  O  et  tournant  sa  convexité  vers  O  {branche  d'hyperbole 
CONVEXE  vers  0).  On  a 

-  = 1 —  cos(0  —  a), 

r  p       p        ^  ' 

C« 

l'accélération  est  dirigée  suivant  le  prolongement  de  OM  et  varie  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

(8).  La  trajectoire  est  un  cercle  passant  par  O 


r       acos(0  —  a)' 


i 
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on  trouve 

Tr  = -z —  • 


3.  Reconnaître,  à  Vaide  de  la  formule  de  Binet  de  l*exercice 
précédent j  le  sens  de  la  concavité  de  la  trajectoire. 

Réponse  : 

Comme  raccélération,  dans  le  mouvement  d'un  point,  est  toujours 
dans  la  concavité  de  la  trajectoire,  la  trajectoire  tourne  sa  conca- 
vité ou  sa  convexité  vers  le  pôle  suivant  que  l'expression  (2)  de  yn 
est  négative  ou  positive. 

4.  Trouver  la,  trajectoire  d*  un  point  sachant  que  l'accélération 
est  centrale  et  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

.    Réponse  : 

On  a  par  hypothèse 

([1  constante  positive  ou  négative  suivant  le  sens  de  Taccélération 
sur  le  rayon  vecteur). 

La  formule  de  Binet  (exercice  2)  donne  immédiatement,  en  y 
remplaçant  ^r  par  sa  valeur, 

d^l 

de^       7  "  G«' 

équation  définissant  -  en  fonction  de  0.  Cette  équation  est  linéaire  à 

coefficients  constants  en  -  et  son  second  membre  est  une  constante. 

/• 

Elle  donne 

I         u 

-  =  ^  -+-  A  cos6  -+-  B  sinô, 

r        L** 

A  et  B  désignant  deux,  constantes  arbitraires. 

On  a  ainsi  la  trajectoire  :  cette  courbe  est  une  conique  dont  un 
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foyer  est  en  O  ei  qui  tourne  sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  O 
suivant  que  \l  est  positif  ou  négatif. 

5.  Trouver  la  trajectoire  d'un  point  sachant  que  son  accélé- 
ration est  centrale  et  varie  en  raison  inverse  du  cube  de  la 
distance. 

Réponse  : 

On  a  par  hypothèse 

ÏP  =  o,  ÏR  =  -,  • 


La  formule  de  Binet  (exercice  2)  donne  immédiatement 


rf.i 


r  +  O+è)^^*»' 


1 


« 
équation    linéaire   à   coefficients    constants    en  —y   sans    second 

membre.   La  forme  analytique  de   l'intégrale  dépend  du  signe  de 

Si  cette  quantité  est  positive  et  égale  à  k^,  on  a 

-  =  A  cosA:6  -h  B  stnX:0; 

si  elle  est  négative  et  égale  à  —  A**,  on  a 


si  elle  est  nulle. 


r 


i  =  A-+-Be. 
r 


Telles  sont  les  diverses  trajectoires  possibles. 
Si  (X  =  o,  l'accélération  est  nulle  :  la  trajectoire  est  éndemment 
une  droite,  comme  on  le  vérifie  immédiatement. 
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IV.  —  DIAGRAMMES  D'UN  MOUVEMENT. 

37.  Diagrammes.  —  Imaginons  un  point  qui  se  meut  sur 
une  courbe  donnée.  Pour  définir  le  mouvement,  il  suffit  de 
donner  la  relation  entre  l'arc  s  et  le  temps  l 

appelée  loi  des  espaces.  On  en  déduit,  comme  nous  l'avons 
vu,  la  loi  de  la  vitesse 

et  celle  de  l'accélération  tangentielle 

d*s       dv       _ 

11  arrive  fréquemment  dans  les  applications  qu'au  lieu  de 
se  contenter  des  formules,  l'on  représente  par  des  courbes 
planes  auxiliaires  la  variation  de  l'espace  5,  ou  de  la  vi- 
tesse (^,  ou  de  l'accélération  tangentielle  ye  en  fonction  du 
temps.  Ces  courbes  auxiliaires  s'appellent  les  diagrammes 
du  mouvement. 

38.  Diagramme  des  espaces.  —  Soit 

l'équation  d'un  mouvement  sur  une  trajectoire  géométrique- 
ment définie.  Prenons  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, Taxe  des  temps  0/  et  celui  des  espaces  O^:  considé- 
rons un  point  ajant  pour  abscisse  t  et  pour  ordonnée  la 
valeur  correspondante  de  s  ;  quand  t  varie,  ce  point  décrit 
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une  ligne  qui  est,  d'après  les  règles  de  la  Géométrie  analy- 
tique, la  représentation  graphique  de  la  loi  des  espaces 

Cette  courbe  s'appelle  la  courbe  des  espaces  ou  le  dia- 
gramme des  espaces. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

Repos.  —  I/état  stationnaire  d'un  corps  au  repos,  à  une 
distance  ^o  de  l'origine  des  espaces,  est  figuré  par  une  droite 
parallèle  à  Taxe  des  temps  :  5  =  5©. 

Mouvement  uniforme.  —  Le  mouvement  uniforme 

est  figuré  par  une  droile  AB  {fig*  4  0  qui  coupe  l'axe  des  s  en 
un  point  A  d'ordonnée  Sq, 

Vf 

Pour    que    la    vitesse    c  ^^'  ♦'" 

soit  figurée  par  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  droite 
AB,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 
i'  =  tanga,  il  suffit  d'adopter 
une  même  longueur  pour 
représenter  l'unité  de  temps 
et  l'unité  d'espace  ;  d'ailleurs 
la  vitesse  est  donnée  par 
la   différence    BC  =  S2  —  St 

des  espaces  correspondant  à  deux  abscisses  dont  la  différence 
i^  —  /i  =  I  est  égale  à  l'unité. 

Oraphique  des  chemins  de  fer.  —  Ce  sont  ces  principes 
1res  élémentaires  que  l'on  applique  au  graphique  des  che- 
mins de  fer;  la  trajectoire  des  trains,  c'est-à-dire  la  voie 
ferrée,  est  une  courbe  gauche  ;  on  représente  sur  une  seule 

A.  8 


J" 

l 

G 

A 

^^^^ 

Tôt 

So 

St 

J-, 

0 

i 

\t       i 

'.      t 
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feuille  la  marche  de  tous  les  trains  sur  la  voie  ascendante  el 
sur  la  voie  descendante  pendant  un  intervalle  de  vingt- 
quatre  heures,  en  considérant  leur  mouvement  comme  une 
succession  de  mouvements  uniformes  séparés  par  des  repos. 

Sur  Taxe  horizontal  des  temps  on  figure  par  vingt-quatre 
intervalles  égaux  les  heures  de  minuit  à  midi  et  à  minuit  ; 
chacun  de  ces  intervalles  est  divisé  en  six  parties  égales  cor- 
respondant à  dix  minutes,  et  Ton  trace  une  première  série  de 
parallèles  à  l'axe  vertical  des  espaces  passant  par  les  points 
ainsi  déterminés.  On  porte  ensuite  sur  Taxe  vertical  une  suite 
de  longueurs  proportionnelles  aux  distances  qui  séparent  les 
stations  dont  on  inscrit  les  noms  en  face  des  points  qui  les 
figurent  et  l'on  trace  les  horizontales  passant  par  ces  points  ; 
sur  ce  quadrillage  on  représente  pour  chaque  train  :  i**  la 
durée  de  ses  arrêts  à  chaque  station  par  un  segment  de  droite 
parallèle  à  Taxe  des  temps  ;  2**  la  marche  du  train  entre  deux 
stations  qui  se  suivent  par  la  droite  qui  joint  Fheure  de 
départ  de  la  première  à  l'heure  d'arrivée  à  la  seconde. 

Ce  graphique  fait  donc  connaître  pour  chaque  train  l'heure 
d'arrivée  et  l'heure  de  départ  à  chaque  station,  sa  vitesse 
entre  les  stations,  et  sa  vitesse  comparée  à  celle  des  autres 
trains,  d'après  l'inclinaison  des  lignes  figuratives,  et  enfin  les 
lieux  et  les  heures  de  croisement  des  trains  montants  et  des 
trains  descendants. 

La  figure  /\i  montre  un  exemple  de  ces  graphiques. 

Mouvement  varié.  —  Inéquation  du  mouvement  est,  dans 
tous  les  cas,  V équation  du  diagramme.  Dans  le  cas  d'un  mou- 
vement varié,  s  =  /{t)^/(t)  étant  une  fonction  continue  quel- 
conque de  la  variable  /,  si  les  arcs  s  et  les  temps  /  sont  repré- 
sentés à  la  même  échelle,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

en  un  point  de  la  courbe  ayant  pour  valeur  T-=y(/)  fail 

connaître,  en  grandeur  et  en  signe,  la  vitesse  du  mobile  à 
l'instant  t;  et  il  est  de  même  évident  que  le  coefficient  angu- 
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laire  - — -  =  —  de  la  corde  qui  joint  deux  points  quelcon- 

ques  fait  connaître  la  valeur  approchée  Va  de  la  vitesse  dans 
l'intervalle  de  temps  correspondant  (n**  14). 

Les  points  où  la  vitesse  s'annule  sont  les  points  où  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Taxe  du  temps.  Le  signe  de  l'accélération 
tangentielle  est  donné  par  le  sens  de  la  concavité;  car,  dans 
une  courbe  s^f{t)  {s  ordonnée,  t  abscisse),  la  concavité 

est  tournée  vers  les  s  positifs  quand  ^  ou  y^  est  positif,  vers 

les  s  négatifs  dans  le  cas  contraire.  Les  points  d'inflexion 
sont  les  points  où  l'accélération  tangentielle  est  nulle. 

Mouvement  uniformément  varié.  —  Si  le  mouvement  est 
uniformément  varié,  la  courbe  représentative  est  du  second 

degré  et,  d'après  son  équa- 


Fig.  43. 


tion 


5  =  50-+-  Po'-+-  -T/^'î 


on  voit  que  c'est  une  para- 
bole coupant  l'axe  des  s  au 
point  5o  ;  si  5o,  i'o  et  y^  sont 
positifs,  la  courbe  est  re- 
présentée par  la  figure  4^^- 
Les   points  A   et  B  d'or- 


données  Sq  ont  pour  abscisses  ^=0  et  t=^ -',   l'ab- 
scisse du  sommet  S  est  t^-=. ?  et  son  ordonnée  est 


Si—  s^  — 


a  Y/ 


On  voit  que  le  sommet  est  le  point  représentatif  du  point 
et  de  l'instant  où  la  vitesse  du  mobile  s'annule,  remarque 
conforme  à  celle  qui  résulte  de  la  discussion  du  trinôme 
exposée  au  n°  23.  Toutes  les  lois  du  mouvement  se  voient  de 


CINÉMATIQUE.  II7 

même  sur  celle  courbe.  Si  t  varie  de  —  oo  -h  oo,  le  point  figu- 
ratif du  diagramme  correspond  à  des  valeurs  de  s  d'abord 

décroissantes  jusqu'au  point  S  qu'il  atteint  pour/ =  /i  = ^; 

la  vitesse  est  négative  comme  l'est  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente,  le  mouvement  est  retardé  puisque  la  vitesse  tend 
vers  zéro;  le  point  S  du  diagramme  correspond  donc  au 
point  0|  de  la  trajectoire  que  le  mobile  atteint  avec  une 
vitesse  nulle  {Jig'  44)  j  ^  partir  de  ce 
point,  5  croît,  la  vitesse  augmente  et  le 
mouvement  est  accéléré. 

Le  diagramme  montre  encore  que,  pour 
une  valeur  01^  de  s  plus  grande  que  5|, 
il  existe  deux  valeurs  du  temps,  ce  qui  prouve  que  le  mobile 
passe  à  deux  époques  distinctes  en  tout  point  de  sa  trajec- 
toire pour  lequel  5  >  5i  ;  les  tangentes  trigonométriques  des 
angles  que  font  avec  l'axe  des  temps  les  tangentes  menées 
en  Q  et  en  Q'  sont  égales  et  de  signes  contraires  ;  les  deux 
vitesses  correspondantes  sont  donc  égales  et  de  signes  con- 
traires :  résultats  déjà  vérifiés. 

Enfin,  l'accélération  tangentielle  étant  toujours  positive,  la 
courbe  tourne  sa  concavité  vers  les  s  positifs. 

39.  Diagrammes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  tan- 
gentielle. 

Vitesse.  —  A  l'aide  de  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, en  portant  en  abscisses  les  temps  et  en  ordonnées 
les  valeurs  correspondantes  de  la  vitesse  mesurées  à  des 
échelles  convenables,  on  obtient  de  même  un  diagramme 
des  vitesses;  c'est  le  tracé  de  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion V  =f{t). 

L'état  de  repos  est  figuré  par  l'axe  des  ^,  la  vitesse  étant 
nulle  quel  que  soit  t]  le  mouvement  uniforme,  de  vitesse 
constante  v^^  est  figuré  par  une  droite  parallèle  à  l'axe  du 


Fig.  45. 
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temps  coupant  l'axe  des  v  en  un  point  B  tel  que  OB  =  ç^  en 
dessus  ou  en  dessous  de  l'origine  suivant  que  i^o  est  positif  ou 

négatif  (yî^.  45).  Le  diagramme 
des    vitesses    d'un   mouvement 

varié  est  une  courbe,    puisque 

la   vitesse   change  de   valeur  à 
chaque  instant;  la  vitesse  étanl 
^         la  dérivée  de  l'espace  par  rap- 
port au  temps,  si  l'équation  des 
espaces  est,  par  exemple,  mise 
sous  la  forme  s  =f(t)y  où  /{i) 
est  un  polynôme  développé  suivant  les  puissances  croissantes 
de  t  et  de  degré  /i,  l'équation  des  vitesses  se  mettra  sous  la 
forme 


et  le  second  membre  sera  un  polynôme  de  degré  n  —  i . 
Le  coefficient  angulaire  tangade  la  tangente  en  un  point  à  ce 

diagramme  des  vitesses  ayant  pour  valeur  -^  =  -^  fait  con- 
naître en  grandeur  et  en  direction  l'accélération  tangentielle  y, 
du  mobile  à  l'instant  t, 

SI  le  mouvement  est  uniformément  varié,  l'équation  des 

vitesses  est 

Fig.  46. 

le  diagramme  des  vitesses 
est  donc  une  droite;  si  r© 
et  yr  sont  positifs,  celle 
droite  coupe,  comme  dans 
la  figure  46,  l'axe  des  v  au 
point  A  d'ordonnée  v^  ;  si 
t  varie  de  —  00  à  -f-  00,  le 
diagramme  montre  que  la  vitesse  d'abord  très  grande,  mais 


V 

^^'^^ 

Vo 

^ 

0                                          t 
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négative,  s'approche  de  zéro;  l'accéléralion  tangenlielle  étant 
par  hypothèse  posillve,  {^  et  y^  sont  de  signes  contraires,  le 
mouvement  est  uniformément  retardé.  Au  point  B  d'ab- 
scisse /|  = '  correspond  une  vitesse  nulle  ;  ce  point  B  du 

diagramme  des  vitesses  correspond  au  point  S  du  diagramme 
des  espaces  et  au  point  0|  de  la  trajectoire.  A  partir  de  ce 
point  la  vitesse  est  positive  et  augmente  au  delà  de  toute 
limite;  le  mouvement  est  uniformémenl  accéléré. 

On  étudierait  de  même  le  cas  de  c©  positif  et  y^  négatif 
Y^  =  —  Yt  î  représenté  par  la  figure  47  et  par  Téquation 

Le  coefficient  angulaire  de  ce  diagramme  recliligne  fait 
connaître  la  valeur  de  l'ac- 
célération  tangentielle   en'  '^'  *'* 
grandeur  et  en  signe. 

Remarque.  —  La  valeur 
de  Y^  ne  sera  égale  à  tanga 
que  si,  comme  nous  l'avons 
supposé,  l'unité  de  temps 
et  l'unité  de  vitesse  sont 
représentées  par  une  même 
longueur;  dans  le  cas  con- 
traire, l'accélération  tangentielle  est  donnée  par  la  diffé- 
rence de  deux  ordonnées  de  la  tangente  correspondant  à 
deux  abscisses  dont  la  différence  est  égale  à  l'unité. 


Accélération  tangentielle.  —  Enfin  on  peut  construire,  de 
la  même  façon,  un  diagramme  des  accélérations  tangen- 
tielles  Yr  en  portant  en  abscisses  les  temps  et  en  ordonnées 
les  accélérations  tangentielles  correspondantes. 

L'état  de  repos  et  le  mouvement  uniforme  caractérisés  par 
une  accélération  nulle  à  toute  époque  sont  figurés  par  Taxe 


Y 

Fig.  48. 

♦Y 

0 

t 

-Y 
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des  i.  Le  mouvement  uniformément  varié,  caractérisé  par 
une  accélération  tangentielle  constante,  est  représenté  par 
une  parallèle  à  l'axe  des  /  tracée  à  une  distance  y^  au-dessus  ou 
au-dessous  de  Torigine,  suivant  que  y^  est  positif  ou  négatif 

Le  diagramme  des  accélérations  tangenlielles  d'un  mouve- 
ment varié  s  -zzzfi^t^  est  une  courbe 
ayant  pour  équation,  par  rapport 
aux  axes  Of  et  Ov, 

L'étude  simultanée  de  ces  quatre 
courbes,  la  trajectoire  et  les  dia- 
grammes des  espaces,  des  vitesses 
et  des  accélérations  tangentielles, 
permet  de  se  rendre  compte  dos'  lois  du  mouvement  par  la 
seule  inspection  de  ces  figures  géométriques. 

Il  est  important  de  remarquer  que,  si  le  mouvement  consi- 
déré est  rectiligne,  l'accélération  tangentielle  y^  n'est  autre 
que  l'accélération  totale  du  mouvement;  à  cette  différence 
près,  tout  ce  qui  précède  s'applique,  en  particulier,  au  mou- 
vement rectiligne. 

40.  Diagrammes  d'un  mouvement  rectiligne  pério- 
dique simple.  —  Dans  ces  sortes  de  mouvement  Télonga- 
lion,  la  vitesse  et  l'accélération  totale  étant  des  fonctions 
sinusoïdales  ou  cosinusoïdales,  c'est-à-dire  des  fonctions 
périodiques  simples,  ou  encore  des  fonctions  harmoniques, 
les  diagrammes  construits  d'après  la  méthode  générale  indi- 
quée sont  des  sinusoïdes  ou  des  cosinusoïdes  ;  les  relations  de 
position  et  de  grandeur  de  ces  courbes  font  connaître  les  lois 
du  mouvement  qu'elles  représentent. 

Représentation  d'un  mouvement  vibratoire  simple  par  un 
vecteur  tournant.  —  Dans  l'étude  des  mouvements  vibra- 
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loires  en  acoustique  ou  en  oplique,  on  emploie,  pour  repré- 
senter  ces  courbes,  une  méthode  dite  cinématique  ;  le  fait 
que  cette  même  méthode  de  figuration  s'applique  à  la  repré- 
sentation et  à  l'étude  des  grandeurs  périodiques  qui  caracté- 

Fig-  49- 


risent  les  courants  alternatifs  en  fait  saisir  la  généralité  et 
l'importance. 

Cherchons  à  figurer  d'abord  la  vitesse  v  =  (Oézsino)^;  pour 
cela,  traçons  une  droite  OA  faisant  avec  un  axe  fixe  O^  un 

angle  w^  =  -=-  et  portons  sur  cette  droite  (^fig*  49)  une  lon- 
gueur OA  =  (oa;  l'ordonnée  OP  du  point  A  a  pour  expres- 
sion 

0P=  œasinw^. 

La  projection  OP  du  vecteur  OA  sur  Oy  représente  donc, 
à  l'instant  ^,  la  vitesse  ç. 

Ce  vecteur  tourne  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 

montre  autour  du  point  O,  avec  une  vitesse  w  =  -=-  con- 
stante. On  voit  de  plus  qu'il  est  en  coïncidence  avec  Taxe  O^ 
à  l'origine  des  temps. 

On  peut  d'ailleurs  tracer  la  sinusoïde,  diagramme  ordi- 
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naire  des  vitesses,  en  se  servant  de  ce  vecteur  tournant  coinnu' 
le  montre  la  figure. 

La  vitesse  est  la  dérivée  de  Félongation  x  par  rapport  au 
temps,  et  avec  le  choix  d'origine  que  nous  avons  fait  (n**23) 
on  a 

t  =asin  (tôt j  • 


X  =:  —  acosto 


Le  vecteur  OB  dont  la  projection  verticale  figure  l'élonga- 
tion  sera  donc  déterminé  par  sa  longueur  a  et  il  devra  pré- 
senter, par  rapport  au  vecteur  dont  la  projection  figure  la 

vitesse,  une  différence  de  phase  -»  c'est-à-dire  qu'il  sera  per- 

pendiculaire  à  ce  dernier  dans  le  sens  que  montre  la  figure: 
on  donne  à  cette  différence  de  phase  le  nom  de  décalage: 

ainsi  le  vecteur  élongation  présente,  par  rapport  au  vecteur 

\itesse,  un  décalage  en  arrière  de  -  :   sa  projection  sur 

Taxe  vertical 

OQ  =  asin  (to^  —  — )  =  —  a costo t 

fera  connaître  à  chaque  instant  l'élongation  ;  on  a  tracé  d'ail- 
leurs en  traits  et  en  points  le  diagramme  ordinaire  figurant 
l'équalion  du  mouvement. 

Ce  qu'il  importe  de  retenir,  c'est  que,  pour  ces  fonctions 
périodiques,  en  passant  de  la  dérivée  à  la  fonction  primitive, 

le  vecteur  prend  un  retard -^'y  inversement  le  vecteur  prend 

une  açance  -  lorsqu'on  passe  de  la  fonction  primitive  à  la 

dérivée;  il  en  résulte,  puisque  l'accélération  est  la  dérivée  do 
la  >ilesse,  que  le  \ecteur  OC,  dont  la  projection  sur  l'axe 
vertical  OR  ==  aw^  cos  to  /  représentera  à  chaque  instant 
Taccéléralion  totale,  sera  perpendiculaire  sur  le  vecteur  OA 

et  en  avance  de-sur  lui,  comme  le  montre  la  figure  47  5  '* 

courbe  en  points  est  le  diagramme  des  accélérations. 
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On  peut  comparer  ces  résultats  géométriques  à  ceux  déjà 
résumés  par  le  Tableau  de  la  page  5^. 

On  reconnaîtra  d'ailleurs  aisément,  sur  la  figure,  que  ces 
constructions  ne  sont,  en  définitive,  qu'une  application  de 
la  théorie  de  l'hodographe  au  mouvement  du  point  B. 

Nous  verrons  plus  loin  quel  est  l'avantage  des  représen- 
tations de  ce  genre  pour  la  composition  des  mouvements 
vibratoires. 


a^M 


41.  Diagrammes  du  mouvement  périodiquement  uni- 
forme. —  Les  équations 
suivantes,     analogues    à 
celles  du  n*  23,  6"  : 

s  =  8o-\-Vot'\-asin(b)t-^  8), 
(;  =  f;o  +  ab)COs(ci>^  -H  8), 
Y/  =  —  aw*8in(a)<H-  8) 

sont  les  équations  des 
trois  diagrammes  des  es- 
paces, des  vitesses  et 
des  accélérations  tangen- 
tielles  qui  caractérisent  le 
mouvement  périodique- 
ment uniforme  sur  une 
courbe  ;  en  les  rapportant 
à  un  même  système  d'axes 
de  coordonnées  rectan- 
gulaires on  obtient  les  trois  courbes  de  la  figure  5o,  où  l'on 
a  supposé  jÇqj  ^'oî  «  et  5  positifs. 

Le  diagramme  d'accélération  tangentielle  y^  est  une  sinu- 
soïde qui  coupe  l'axe  des  temps  au  point  A  à  distance ; 

on  a  figuré  la  courbe  correspondant  à  une  seule  période;  elle 
est  d'abord  au-dessous  de  l'axe  des  t  et  son  ordonnée  mini- 
mum est  —  aw*. 
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Pour  tracer  le  diagramme  des  vitesses,  on  a  mené  B4>  pa- 
rallèle a  Taxe  des  t  à  distance  Cq  \  ^^  courbe  est  une  cosinii- 
soïde  qui,  rapportée  à  ce  nouvel  axe,  présente  au  point  d'ab- 


scisse   une  ordonnée  aw. 


Ënfîn,  pour   tracer  le   diagramme  des  espaces  on  figure 
d'abord  la  droite 

5  =r  5o  4-  t^o  ^ 

qui  coupe  Taxe  des  s  au  point  C  d'ordonnée  OC  =  s^  et  qui 
fait  avec  l'horizontale  un  angle  a  tel  que  Ton  ait 

langa  =  Pq*, 

à  partir  des  points  de  cette  droite  déterminés  par  les  valeurs 
de  t  on  portera  les  longueurs  égales  à  a  sin  (wf  +  3);  on 
obtiendra  ainsi  une  sorte  de  sinusoïde  rapportée  à  un  axe 
oblique  qui  présentera  des  tangentes  parallèles  à  cet  axe 
aux  points  correspondant  au  quart  et  aux  trois  quarts  de  la 
période. 


CHAPITRE  II. 


MOUVEMENTS  ÉLÉMENTAIRES  D'UN  SYSTÈME  INVARIABLE 

OU  CORPS  SOLIDE. 


4S.  Exemples  de  mouyement  d'un  corps  solide.  — 

Nous  avons  défini  au  n®  8  ce  qu'il  faut  entendre  par  système 
invariable  ou  corps  solide. 

Lorsqu'un  corps  solide  est  en  mouvement  par  rapport  à  un 
certain  système  de  comparaison,  les  divers  points  A,  B,  C,  ... 
du  corps  décrivent  certaines  trajectoires  avec  certaines  vitesses 
et  certaines  accélérations.  Les  distances  mutuelles  de  ces 
points  AB,  BC,  AC,  ...  restent  invariables. 

On  prend  souvent  comme  système  de  comparaison  la  Terre 
et  Ton  rapporte  à  la  Terre  les  mouvements  observés  à  sa  sur- 
face. Voici  quelques  exemples  de  mouvements  de  corps  solides 
par  rapport  à  la  Terre. 

i"  Quand  on  lance  en  l'air  un  corps  solide  pesant,  comme 
une  pierre,  un  bâton,  etc.,  on  voit,  en  général,  ce  corps  se 
déplacer  en  tournant  sur  lui-même  :  son  centre  de  gravité 
décrit  une  courbe  qui  est  voisine  d'une  parabole  d'axe  \ertical 
et  qui  serait  rigoureusement  une  parabole  sans  la  résistance 
de  l'air;  en  même  temps,  le  corps  tourne. 

2"  Une  bille  de  billard  en  mouvement  est  un  corps  solide 
en  mouvement  par  rapport  à  la  Terre:  son  centre  décrit  une 
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trajectoire  siluée  dans  un  plan  parallèle  au  plan  du  tapis  et, 
en  général,  la  bille  tourne  en  même  temps  que  son  centre  se 
déplace. 

3"  Une  porte  qu'on  ouvre  ou  qu'on  ferme,  un  tiroir  de 
meuble  qu'on  fait  mouvoir,  une  vis  qu'on  enfonce  dans  une 
pièce  de  bois  donnent  des  exemples  simples  de  corps  solides 
en  mouvement. 

Nous  n'étudierons  pas  ici  les  circonstances  qui  se  présen- 
tent pour  la  distribution  des  vitesses  et  des  accélérations  aux 
différents  points  d'un  solide  en  mouvement,  dans  le  cas  le 
plus  général.  Nous  non»  bonveiDns  à  des  mouvements  simples 
qui  se  rencontrent  habituellement  dans  les  objets  usuels  et 
cfens  les  machines.  Ces  mouvements  sont  : 

Le  mouvement  de  translation  ; 

Le  mouvement  de  rotation  ; 

Le  mouvement  hélicoïdal  ou  mouvement  de  vis. 

43.  Mouvement  de  translation.  —  Un  corps  solide  est 
animé  d'un  mouvement  de  translation,  par  rapport  à  un  svi- 

tème   de   comparaison    (S),   quand   il 
^''6*  ^*-  se    déplace    de    telle    façon    que    tous 

les  segments  de  droite,  joignant  les 
points  du  corps  deux  à  deux,  restent 
parallèles  à  des  directions  fixes  prises 
dans  le  système  (S).  Pour  cela  il  suffit 
évidemment  que  le  trièdre  obtenu  en 
joignant  un  point  A  du  corps  {fig^  5 1),  à 
trois  points  B,  C,  D  du  corps,  non  situés  dans  un  même  plan 
a\ec  le  point  A,  se  déplace  parallèlement  à  un  trièdre  inva- 
riablement lié  au  système  (S);  il  suffit  même  que  les  côtés 
de  Tangle  BAC  se  déplacent  parallèlement  à  deux  directions 
fixes  du  système  (S),  puisque  alors  l'arête  AD  conserve  né- 
cessairement une  direction  fixe. 
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On  peul  dire,  en  langage  vulgaire,  qu'im  corps  solide  est 
animé  d'ua  niouvement  de  transIatioQ  (juand  il  se  déplace 
sans  tourner  par  rapport  au  système  de  comparaison. 

Par  exemple,  iinagiaons  un  parallélépipède  solide  (yî^.  Sa) 
qui  se  déplace   de    telle   Taçon 

1»         j  .     j  -  fie-  5a 

que  l  un  de  ses  sommets  .V  dé- 
crive une  courbe  quetconquc 
S'S,  mais  que  ses  arêtes  AB, 
AC,  AD  conservent,  par  rap- 
port il  la  Terre,  des  directions 
fixes  :  le  parallélépipède  est 
alors  animé  d'un  mou\  cmenl  de 
Iranslation  par  rapport  à  la 
Terre. 

Théorème  I.  —  Dans  un  mou- 
vement de  translation,  les  tra- 
jectoires décrites  par  les  différents  points  du  corps  solide 
sont  égales  elpeuvent  erre  superposées  par  un  mouvement 
de  translation. 

En  efTel,  soient  A  et  \i{Jig.  Sa)  deux  points  d'un  corps 
animé  d'un  mouvement  de  translation  ;  la  droite  AB  conserve, 
pendant  le  mouvement,  une  grandeur  et  une  direction  fixes. 
Le  point  A  décrit  une  U-ajecloire  S'S,  sur  laquelle  il  occupe 
successivement  les  positions  A,  Ai,  A,, ...  ;  le  point  B  décrit 
une  trajectoire  S',  S, ,  sur  laquelle  il  occupe  les  positions  cor- 
respondantes B,  B,,  Hj,  ....  Comme  les  droitei  AB,  A|B,, 
AjBg,  ...  sont  égales  et  parallèles,  la  courbe  S'S  peut  être 
superposée  à  S',  S|  par  un  mouvement  de  translation,  dans 
lequel  chaque  point  de  S'S  décrit  une  portion  de  droite  égale 
et  parallèle  à  .\B.  D'après  cela,  quand  un  solide  est  animé 
d'un  mouvement  de  translation,  il  suffit  de  connaître  la  tra- 
jectoire de  l'un  des  points  du  corps  pour  connaître  les  tra- 
jectoires de  tous  les  autres. 


128  COURS  DE   MÉCANIQUE. 

Quand  les  trajectoires  des  divers  points  sont  des  droites, 
ces  droites  sont  nécessairement  parallèles;  le  mouvement  de 
translation  est  dit  rectiligne.  Quand  les  trajectoires  des 
divers  points  sont  des  cercles,  ces  cercles  sont  égaux  et  silu(î> 
dans  des  plans  parallèles;  le  mouvement  de  translation  ej^l 
dit  circulaire. 

Théorème  II.  —  Dans  un  mouvement  de  iranslationj 
tous  les  points  du  corps  solide  ont,  au  même  instant,  des 
vitesses  égales  en  grandeur,  direction  et  sens. 

En  effet,  soient  {Jlg.  62)  A  et  B,  les  positions  de  deu\ 
points  quelconques  du  corps  à  Tinstant  f,  A,  et  B,  les  posi- 
tions de  ces  points  à  l'instant  postérieur  r  +  A/.  Les  droites  AB 
et  AiBi  étant  égales  et  parallèles,  il  en  est  de  même  des 
cordes  AA,  et  BB|,  car  la  figure  AAiB^B  est  un  parallélo- 
gramme. Si  l'on  porte  sur  AA,  et  BB,,  à  partir  des  points  A 

et  B,  des  vecteurs  AW  et  BW,  égaux  à  ---r  et  -rrf  ces  deux 

^  Il  iit 

vecteurs  qui  sont  les  >  itesses  moyennes  des  deux  points  ont 
même  grandeur,  même  direction  et  même  sens.  Si  mainte- 
nant ùkt  tend  vers  zéro,  ces  deux  vecteurs  égaux  tendent  vers 
les  vitesses  AV  et  BV,,  des  points  A  et  B  à  l'instant  /;  ces 
deux  vitesses  sont  donc  égales  en  grandeur,  direction  el 
sens. 

A  l'instant  /,  tous  les  points  ont  donc  le  même  vecteur 
vitesse;  ce  vecteur  est  la  vitesse  du  mouvement  de  transla- 
tion à  l'instant  t. 

Ainsi,  un  mouvement  de  translation  sera  dit  uni/orme,  si 
la  vitesse  du  mouvement  est  constante  en  grandeur  quand  / 
varie.  Un  mouvement  de  translation  sera  dit  rectiligne  uni- 
forme si  le  mou>ement  est  rectiligne  et  si  de  plus  la  vitesse 
a  une  grandeur  constante,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  du  mouve- 
jnent  de  translation  est  constante  en  grandeur,  direction  el 
sens. 
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Théorème  III.  —  Dans  un  mouvement  de  translation, 
tous  les  points  du  solide  ont  au  même  instant  la  même 
accélération. 

En  effet,  comme  tous  les  points  ont,  à  chaque  instant,  la 
même  vitesse,  Thodographe  est,  pour  tous  les  points,  identi- 
quement la  même  courbe  parcourue  de  la  même  façon  :  Tac- 
cclération  est  donc  la  même  pour  tous  les  points  en  grandeur, 
direction  et  sens.  On  l'appelle  V accélération  du  mou\^emeni 
de  translation. 

Exemples.  —  Quand  on  ouvre  ou  ferme  un  tiroir  d'un 
meuble,  le  tiroir  prend,  par  rapport  au  meuble,  un  mouve- 
ment de  translation  rectiligne  ;  le  mouvement  peut  être 
effectué  plus  ou  moins  rapidement,  mais,  à  chaque  instant, 
lous  les  points  du  tiroir  ont  la  même  vitesse  et  la  même  acc€î- 
lë  ration. 

Quand  on  pose  un  verre  plein  d'eau  sur  une  tahie,  on  lui 
donne  instinctivement  un  mouvement  qui  est,  à  peu  près,  un 
mouvement  de  translation  par  rapport  à  la  table. 

Dans  une  locomotive,  deux  rpues  voisines  situées  d'un 
même  côté  sont  réunies  par  une  bielle  d'accouplement  qui 
oblige  ces  deux  roues  à  tourner  de  la  même  façon,  par  rap- 
port à  la  locomotive;  cette  bielle  est  un  corps  solide  qui,  par 
rapport  à  la  locomotive,  est  animé  d'un  mouvement  de  trans- 
lation circulaire. 

étude  analytique.  —  Rapportons  le  mouvement  de  trans- 
lation à  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  :  soient  x^^y^^  z^ 
et  .272,  ^2)  ^2  les  coordonnées  de  deux  points  quelconques  A 
et  B  du  corps  solide.  La  droite  AB  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  ;  ses  projections 

sont  des  constantes;  les  dérivées  de  ces  projections  sont  donc 
A.  jj 


dzf 
dt 

dzx 
dt 

d*zt 

d^zx 
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nulles  et  Ton  a 

(    ^  _  ^^i    =  o       ÙJ  ^   i^l   =0       -. -   =  O 

\     dt  dt  '        dt  dt  ' 

(d^Xi        d*Xx   _  d^jr^        ^^yx    __  _ 

~dt^        dt^  ~  ^'    ^dT*        dt^  "  ""'    IF  ~  'dF  "  ""' 

I 

Ces  équations  expriment  que  les  points  ont  la  même  viless** 
et  la  même  accélération. 

Réciproquement,  si  un  corps  solide  se  meut  de  telle  façon 
qu'à  chaque  instant  tous  ses  points  ont  la  même  vitesse,  il 
est  animé  d'un  mouvement  de  translation.  En  effet,  soient 
^i7  JKij  ^1  et  ^27^2?  Sa  les  coordonnées  de  deux  points  quel- 
conques A  et  B  du  corps.  Par  hjpothèse,  les  équations  (a  ) 
ont  lieu  quel  que  soit  t]  les  différences  (i)  sont  donc  con- 
stantes et  le  segment  AB  est  constant  en  grandeur  et 
direction.  Le  corps  possède  un  mouvement  de  translation. 

44.  Rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe. 

Imaginons  {Jig*  53)  un  corps  solide  dans  lequel  les  pointi^ 
appartenant  à  une  certaine  droite  AB  sont  assujettis  à  rester 
fixes  par  rapport  au  systèitie  de  comparaison  :  alors  le  co^p^ 
ne  peut  plus  que  tourner  autour  de  la  droite  AB.  Quand  il 
tourne,  on  dit  qu'il  possède  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  AB  ;  la  droite  AB  s'appelle  axe  de  rotation.  C'est  ainsi 
qu'une  porte  est,  par  l'intermédiaire  des  gonds,  assujettie 
Fie  53  **  tourner  autour  d'un  axe  fixe  ;  que  les  aiguilles 

d'une  montre  sont  animées,  par  rapport  au 
cadran,  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  fixe  perpendiculaire  au  plan  du 
cadran. 

Quand  le  corps  tourne  autour  de  l'axe  AB 
{fig-  53)   chaque   point    M   du    corps    décrit 
une    circonférence   dont  le   plan  est  perpen- 
diculaire  à  l'axe,  dont  le   centre   est  la   projection  P  du 
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point  sur  Taxe  et  dont  le  rayon  est  la  distance  MP  du  point 
à  l'axe.  La  vitesse  du  point  à  un  instant  /  est  un  vecteur  MV 
tangent  au  cercle,  c'est-à-dire  un  vecteur  MV  mené  perpen- 
diculairement au  plan  MAB  du  point  M  et  de  l'axe,  dans  le 
sens  du  mouvement.  Il  est  évident  que  tous  les  points  situés 
à  la  même  distance  de  l'axe  ont  des  vitesses  égales  en  gran- 
deur; en  effet,  si,  pendant  le  temps  A^,  le  corps  tourne  d'un 
certain  angle,  tous  les  points  situés  à  la  même  distance  de 
l'axe  décrivent  des  arcs  de  cercle  égaux  :  leurs  déplacements 
sont  donc  égaux,  par  suite  leurs  vitesses  moyennes  sont  égalons 
en  grandeur  et,  en  supposant  que  Ai  tende  vers  zéro,  on  voit 
que  leurs  vitesses  à  Tinstant  t  sont  égales  en  grandeur. 

Vitesse  angulaire.  —  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (n°19), 
la  vitesse  angulaire  du  point  M  est  la  grandeur  de  la  vitesse 
du  point  du  rayon  PM  situé  à  l'unité  de  distance  du  centre  P. 

Comme  tous  les  points  situés  à  l'unité  de  distance  de  l'axe 
ont  la  même  vitesse  en  grandeur,  on  est  conduit  à  appeler 
vitesse  angulaire  du  corps ^  à  l^ instant  t,  la  grandeur  (o 
de  la  vitesse  des  points  du  corps  situés  à  V unité  de  distance 
de  Caxe, 

Si  l'on  appelle  8  l'angle  dont  le  corps  a  tourné  à  partir 
d'une  certaine  position,  cet  angle  étant  mesuré  en  parties  du 
rayon,  on  a 

dt 

La  vitesse  linéaire  d'un  point  M  situé  à  la  distance  MP  de 
Taxe  a  alors  pour  grandeur  (n°  19) 

V  =  wMP. 

Mouvement  de  rotation  uniforme.  —  En  général,  la  vitesse 
angulaire  est  variable  avec  f,  car  le  corps  peut,  à  certains 
instants,  tourner  plus  vijte  qu'à  d'autres.  Quand  w  est  con- 
stant, le  mouvement  de  rotation  est  uniforme. 
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Dans  ce  cas,  les  angles  dont  le  corps  tourne  sont  propor- 
tionnels aux  temps  pendant  lesquels  ils  sont  décrits,  et  Ton 
a,  en  appelant  A6  l'arc  parcouru,  pendant  le  temps  A^,  par 
un  point  à  Tunité  de  distance  de  l'axe, 

AS 


-—  =  0). 


Représentation  d'une  rotation  par  un  vecteur.  —  Pour  dé- 
terminer, à  un  instant  /,  les  vitesses  des  différents  points  d'un 
solide  animé  d'un  mouvement  de  rotation,  il  faut  connaître 
trois  éléments  :  l^axe  de  rotation,  la  grandeur  o)  de  la 
vitesse  angulaire  et  le  sens  de  la  rotation.  On  représente, 
comme  il  suit,  ces  trois  éléments  par  un  vecteur  :  on  prend, 
sur  l'axe  de  rotation  {/ig*  54)  un  point  quelconque  A  et,  à 
partir  de  ce  point,  on  porte  sur  l'axe  un  vecteur  Ato,  de  lon- 
^  gueur  (o,  dans  un  sens  tel  que  les  points  du 

corps  tournent  dans  le  sens  positif  autour 
de  l'axe  orienté  Aa>.  Par  définition,  ce  sen> 
positif  est  tel  qu'un  observateur  ayant  les 
pieds  en  A  et  la  tète  en  a>  voie  les  points  du 
corps  tourner  autour  de  lui  de  sa  gauche 
vers  sa  droite. 

A  chaque  rotation  correspond  ainsi  un 
vecteur  dont  le  point  d'application  A  est 
un  point  quelconque  pris  sur  l'axe.  Inver- 
sement, la  rotation  est  entièrement  caractérisée  par  le 
vecteur  Aa>,  car,  le  vecteur  Aw  étant  donné,  on  connaît  Taxe 
de  rotation  qui  est  la  droite  portant  ce  vecteur,  la  vitesse 
angulaire  qui  est  exprimée  par  le  même  nombre  que  la  lon- 
gueur Aw  du  vecteur,  et  le  sens  de  la  rotation  qui  est  le  sens 
positif  des  rotations  autour  de  Ao). 

Exemples.  —  Par  exemple ^  si  une  montre  est  posée  sur 
une  table,   le   cadran   en  haut,   la  rotation   de   la    grande 
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aiguille  sera  représenlée  par  un  >ecteur  Aoj,  perpendicu- 
laire au  cadran  en  son  centre,  orienté  vers  le  haut  et 
ayant  une  longueur  exprimée  à  une  certaine  échelle  par  le 
nombre 


w  = 


Fi  g.  5.'). 


Prenons,  comme  autre  exemple,  le  mouvement  de  rotation 
de  la  Terre  autour  de  son  axe.  Si  l'on  prend  comme  système 
de  comparaison  un  trièdre  Oxj^s  ayant  son  sommet  au  centre 
de  la  Terre  (^fig^  55)  et  ayant  ses  arêtes  dirigées  vers  trois 
étoiles  fixes,  le  mouvement  de  la  Terre  par  rapport  à  ce 
trièdre  est  une  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  PP',  invaria- 
blement lié  au  trièdre.  Cet  axe  s'appelle  ligne  des  pôles  : 
les  points  où  il  perce  la  surface  sont  les  pôles  terrestres  P 
et  P';  nous  supposerons,  dans  la  figure,  que  P  soit  le  pôle 
nord  et  P'  le  pôle  sud.  La 
durée  de  la  rotation  est  d'en- 
^^ron  4  minutes  (exactement 
3™  55*,  91)  plus  courte  que  le 
jour  moyen  :  elle  constitue 
ce  qu'on  appelle  le  jour  si- 
déral comprenant  exactement 
un  nombre 

T  =  24.60»— 3.60 

—  55,91  secondes 

de  temps  moyen.  Ce  mouve- 
ment de  rotation  se  fait  de  l'ouest  (  W)  à  Test  (E).  Sa  vitesse 
angulaire  w  est 


(i) 


2- 
C«  =    Tj,     =  0,0000729, 


nombre  un  peu  plus  grand  que  la  moitié  de  la  vitesse  angu- 
laire de  la  petite  aiguille   d'une  montre.   Le  vecteur  Ow, 


] 
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représentatif  de  la  rotation  terrestre,  est  donc  dirigé  suivant 
Taxe  PP',  dans  le  sens  PP';  sa  grandeur  est  mesurée  parle 
nombre  w  (i). 

Si  Ton  considère  un  point  de  la  Terre  situé  à  la  distance  r 
de  Taxe,  ce  point  a,  par  rapport  au  trièdre  Oxyz^  une  vitesse 
linéaire  ^  égale  à  cor.  Les  points  de  la  surface  de  la  Terre 
ont  donc  des  vitesses  linéaires  très  différentes,  suivant  leurs 
latitudes;  pour  un  point  de  Féquateur  on  a  r  =  63'j8253", 
avec  une  erreur  possible  de  75"  en  plus  ou  en  moins  :  la 
vitesse  linéaire  est  donc  de  465*"  à  la  seconde  ;  à  la  latitude 
d'Edimbourg,  cette  vitesse  n'est  plus  que  de  260"  à  la  seconde: 
au  pôle  elle  est  nulle. 

45.  Mouvement  hélicoïdal  d'un  solide.  —  Le  mouve- 
ment hélicoïdal  d'un  corps  solide  est  le  mouvement  que 
prend  une  vis  par  rapport  à  la  pièce  de  bois  dans  laquelle  elle 
se  visse  ou  un  tire-bouchon  par  rapport  au  bouchon.  Pour  le 
définir  géométriquement,  d'une  façon  rigoureuse,  il  faut  que 
nous  rappelions  d'abord  sommairement  la  définition  et  le^ 
propriétés  caractéristiques  de  l'hélice  circulaire. 

Hélice.  —  Soient  un  cylindre  droit  {Jig-  56)  à  section 
droite  circulaire,  un  plan  II  tangent  au  cylindre  et  une 
droite  D  tracée  sur  ce  plan.  Imaginons  que  ce  plan  II  soii 
parfaitement  flexible  el  enroulons-le  sur  le  cylindre  :  la  droile 
se  transformera  en  une  courbe  située  sur  la  surface  du 
cylindre  :  cette  courbe  est  ce  qu'on  appelle  une  hélice 
circulaire.  Le  plan  II  étant  indéfini  peut  s'enrouler  une 
infinité  de  fois  autour  du  cylindre,  comme  une  pièce  d'étoffe 
sur  un  rouleau  ;  riiélice  fait  donc  une  infinité  de  tours 
autour  du  cylindre.  Si  l'on  considère  une  génératrice  quel- 
conque GG'  du  cylindre,  elle  coupe  l'hélice  en  un>  nombre 
indéfini  de  points  équidislants,  tels  que  A,  A\  • . ..  La  lon- 
f^ueur  A-V  est  la  même  sur  toutes  les  génératrices  :  on  l'ap- 
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pelle  le  pas  de  l'hélice.  L'arc  AM A'  allant  d'un  point  A 
au  premier  point  A'  situé  sur  la  même  génératrice  est  une 
spire  de  l'hélice. 

Cette  courbe  comprend,  comme  cas  particuliers,  la  droite 
et  le  cercle  :  si  la  droite  D  du  plan  tangent  II  était  parallèle 


Fig.  56. 


aux  génératrices  du  cylindre,  l'hélice  se  réduirait  évidem- 
ment à  une  génératrice,  c'est-à-dire  à  une  ligne  droite;  si  la 
droite  D  du  plan  tangent  II  était  perpendiculaire  aux  géné- 
ratrices, comme  Aa  par  exemple,  elle  s'enroulerait  sur  une 
section  droite  APA  du  cylindre  :  l'hélice  serait  alors  un 
cercle,  et  le  pas  nul  :  toutes  les  spires  seraient  confondues. 

La  droite  D  coupe  toutes  les  parallèles  aux  génératrices 
sous  un  angle  a  :  cet  angle  se  conserve  dans  l'enroulement 
du  plan  P;  il  en  résulte  que  l'hélice  coupe  toutes  les  généra- 
trices du  cylindre  sous  le  même  angle  a.  Réciproquement, 
une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  et  coupant 
toutes  les  génératrices  sous  un  même  angle  est  une  hélice 
circulaire. 

L'hélice  circulaire  partage  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle 
cette  propriété  remarquable  que,  sur  une  même  hélice  circu- 
laire, deux  arcs  ayant  la  même  longueur  sont  égaux. 
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c'esl-à-dirc  peuvent  ^tre  superposés  sans  que  leur  forme  soit 
altérée. 

Etablissons  maintenant  quelques  relations  éiémeiitaire< 
qui  nous  seront  utiles  plus  loin.  Soient  une  section  droite  , 
APA  menée  par  un  point  déterminé  A  de  l'hélice,  Il  le  plaQ 
tangent  au  cylindre  le  long  de  la  génératrice  AA,  D  la  droite 
de  ce  plan  qui,  par  l'enroulement  du  plan,  engendre  l'hélice; 
soit  A  a  la  droite  du  plan  II  qui  s'enroule  sur  la  section  droite, 
de  telle  façon  que  le  pointa  vienne  en  A  après  un  tour  d'en- 
i^oulement  et  que 

A  a  =  circonférence  APA  —  o.-/*, 

en  appelant  r  le  rayon  du  cylindre.  Soit  de  même  a'  le  point 
de  D  qui  vient  en  A';  la  droite  aa^  vient  se  placer  après  l'en- 
roulement sur  la  génératrice  A  A',  de  sorte  que  aa'  est  égal 
au  pas  h  et  que  le  triangle  \aa'  est  rectangle  en  a»  Prenons 
sur  D  un  point  m  et  menons  la  perpendiculaire  mp  sur  Aa; 
après  l'enroulement  du  plan  II,  le  point  m  vient  en  M  sur 
l'hélice,  mp  se  confond  avec  la  génératrice  MP  du  point  M 
dp  vient  en  un  point  P  de  la  section  droite.  L'arc  d'hélice 

s  ==  arc  AM 

est  égal  à  la  droite  A  m  ;  l'arc  de  cercle  AP  à  \p  ;  MP  est  égal 
à  mp'j  enfin  la  longueur  L  d'une  spire  AMA'  est  égale  à  la 
droite  Ama'.  Les  triangles  rectangles  semblables  A /n^,  A  a'a 
donnent  immédiatement 

=  T,    =  tanga. 


pni         a  a 

\p         \a 
A  ni        A  a' 


=  sina. 


prn         a  7 

\—    =  1 — ,  ~  cosa, 

A  m        A  a 


: 2         — —  2 

A  a'  —  \  \(i  -f-  aa' 
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On  en  conclut  les  relations  suivantes  sur  l'hélice 


,   ,  arc  \P        '>.-r 

<i)  -p^,- =  -^  =  langa, 


<») 


arc  AP        9.7:/* 

=  — = —  =  sin«, 

s  L 

PM  k 


=  cosa, 


s  L 


La  relation  (i)  exprime  que  le  long  de  l'hélice  la  droite  PM 
^^l  proportionnelle  à  l'arc  de  section  droite  AP.  Cette  pro- 
priété est  caractéristique  de  l'hélice*  :  si  une  courbe  décrite 
sur  un  cylindre  de  révolution  par  un  point  M  est  telle  que, 
en  menant  une  section  droite  du  cylindre  en  un  point  A 
de  cette  courbe,  Varc  AP  varie  proportionnellement  à  PM, 
cette  courbe  est  une  hélice. 

Sens  d'enroulement  d'une  hélice.  —  Imaginons  un  obser- 
vateur placé  dans  l'intérieur  du  cylindre  suivant  l'axe  du 
cylindre,  ayant  par  exemple  les  pieds  en  O  et  la  télé  en  z 
{fiS'  ^^)'  Supposons  qu'un  mobile  parcoure  l'hélice  dans 
un  sens  tel  que  l'observateur  voie  ce  mobile  aller  de  ses 
pieds  vers  sa  tête;  alors,  pour  l'hélice  représentée  dans  les 
figures  56  et  58,  Tobservaleur  voit  ce  mobile  tourner  autour 
de  lui  de  sa  droite  vers  sa  gauche.  Ce  fait  est  indépendant 
du  sens  dans  lequel  l'observateur  se  place  le  long  de  l'axe. 
Car  si  l'on  imagine  un  deuxième  observateur  ayant  les  pieds 
en  O,  mais  la  tête  en  z\  et  un  mobile  suivant' l'hélice  dans 
un  sens  tel  que  cet  observateur  le  voie  aller  de  ses  pieds  vers 
sa  tête,  il  le  voit  encore  tourner  de  sa  droite  vers  sa  gauche. 
D'après  cette  propriété,  on  dit  que  l'hélice  des  figures  56 
el  58  est  enroulée  de  droite  à  gauche.  C'est  là  le  sens  ordi- 
naire des  vis  et  des  tire-bouchons. 
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Une  hélice  enroulée  en  sens  contraire  est  enroulée  de 
gauche  à  droite. 


Mouvement  hélicoïdal.  —  Imaginons  un  corps  solide  pou- 
vant tourner  autour  d'un  axe  fixe  «'z  et  en  même  temps 
glisser  le  long  de  cet  axe,  comme  il  arriverait,  par  exemple 
{fig*  57),  pour  un  solide  traversé  d'un  canal  rectiligne 
ayant  la   forme   d'un  cylindre  de   révolution  dans   lequel 

passerait   une   tige    rigide   fixe    de   même 
forme. 

Dans  ces  conditions ,  le  corps  peut 
prendre  une  infinité  de  mouvements  :  on 
peut,  par  exemple,  le  faire  tourner  autour 
de  l'axe,  ou  le  faire  glisser  le  long  de  l'axe, 
ou  le  faire  tourner  en  même  temps  qu'on  \e 
fait  glisser.  Il  est  évident  que,  dans  chacun 
de  ces  mouvements,  tous  les  points  du  solide 
tournent  du  même  angle  autour  de  l'axe  ei 
glissent  de  la  même  quantité  parallèlement 
à  l'axe. 

Pour  déterminer  la  position  du  corps,  il 
suffit  de  connaître  la  position  d^in  point 
déterminé  M  du  corps  arbitrairement  choisi  ; 
ce  point  reste  à  une  distance  constante  r  de  l'axe  z* z 
dans  toutes  les  positions  que  le  corps  peut  prendre;  il  reste 
donc  sur  un  cylindre  géométrique  fixe  C  de  rayon  r,  de  révo- 
lution autour  de  5' 5.  Imaginons  alors  que,  par  un  procédé 
quelconque,  on  oblige  ce  point  à  suivre  une  hélice  H  tracée 
sur  ce  cylindre  C  :  le  corps  solide  est  obligé  de  suivre  le 
mouvement  du  point  M  en  tournant  autour  de  l'axe  et  en 
glissant  en  même  temps  le  long  de  l'axe  :  il  prend  ce  qu'on 
appelle  \xn  mouvement  hélicoïdaL  Le  mouvement  hélicoïdal 
étant  ainsi  défini,  nous  allons  en  indiquer  les  propriétés 
essentielles. 
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Soit  {Jig*  58)  A  un  point  de  Thélice  H  décrite  par  le 
point  M  ;  traçons  la  section  droite  du  cylindre  G  passant  par 
A  et  menons  la  génératrice  Mm  du  point  M,  m  étant  le  point 
de  rencontre  de  cette  gé- 
nératrice   avec    la    section  '*^'  ^ 
droi te .  Appelons  O  le  centre 
de  la  section  droite,  r  son 
rayon  Om,  6  Tangle  AO/?i 
évalué  en  parties  du  rayon 
comme  en  trigonométrie  et 
z  la  longueur  M  m. 

Le  point  M  suit  Thélice 

H  en  entraînant  le  corps. 

Quand  ce  point  est  dans  la 

|>osition  particulière  A,  le 

corps  occupe  une  certaine 

position    (IIo);    quand    ce 

point    est    arrivé    dans    la 

position  M,  le  corps  occupe 

une  position  correspondante  (H).  On  peut  dire  que,  pour 

passer  de  la  position   (IIo)   à   la   position  (II),  le  corps  a 

tourné  de  l'angle  6=sA0/n  autour  de  Taxe  z^ z  et  a,  en 

même  temps,  glissé  de  la  longueur  z  =  mM  le  long  de  Taxe. 

Comme  on  a,  dans  l'hélice  H,  en  appelant  h  le  pas  de  cette 

hélice, 

m  M  h 


et  que 


arc  A//1        aiir 


arc  A  m  =  rO, 


les  deux  quantités  0  et  -r  sont  liées  par  la  relation 

(3) 


e 


h_ 
air 


qui  exprime  que  le  rapport  jr  est  constant. 


0 
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Donc,  quand  un  corps  est  animé  d'un  mouvement  héli- 
coïdal, la  longueur  dont  il  glisse  le  long  de  Vaxe  est 
proportionnelle  à  r angle  dont  il  tourne  autour  de  l'axe. 

En  particulier,  en  faisant  6==2  7t,  ona-3  =  A:  lorsque  le 
corps  tourne  de  271,  c'est-à-dire  /ait  un  tour  entier,  ii 
glisse  le  long  de  Vaxe  d'une  longueur  égale  au  pas  de 
V hélice  servant  à  définir  le  mouvement, 

La  propriété  que  nous  venons  d'établir  est  caractéristique 
du  mouvement  hélicoïdal  :  si  un  solide  se  meut  en  tournant 
autour  d'un  axe  fixe  z'z  et  glissant  en  même  temps  le 
long  de  cet  axe^  de  telle  façon  que  la  longueur  dont  le 
corps  a  glissé,  depuis  une  certaine  position,  soit  propor- 
tionnelle à  V angle  dont  il  a  tourné,  à  partir  de  la  même 
position,  le  mouvement  est  hélicoïdal.  Pour  le  démontrer 
nous  ferons  voir  que,  dans  cette  hypothèse,  tous  les  points 
du  corps  décrivent  des  hélices  de  même  pas  tracées  sur  des 
cylindres  de  révolution  autour  de  Taxe  z  z.  En  efl'et,  appe- 
lons, comme  plus  haut,  (Ho)  et  (II)  deux  positions  succes- 
sives du  corps.  Si  nous  prenons  un  point  quelconque  du 
corps,  nous  voyons  d'abord  que  ce  point  reste  à  une  distance 
constante  /•  de  Faxe  z'z\  il  décrit  donc  une  courbe  sur  un 
cylindre  C  de  révolution  de  rayon  /*,  d'axe  z' z.  Soient  A  et  M 
les  positions  de  ce  point  correspondant  aux  deux  position> 
(ITo)  et  (ri)  du  corps  {fig^  58),  m  le  point  où  la  j»^énéra triée 
du  point  M  rencontre  la  section  droite  du  cylindre  G  passant 
par  A,  O  le  centre  de  cette  section.  Par  hypothèse,  la  lon- 
gueur myV  =  z  est  proportionnelle  à  Tangle  AOm  =  0.  Appe- 
lons h  la  valeur  de  z  correspondant  à  8  =  27::  on  aura 

(3)  ^  =  A. 

Mais  alors,  comme  Tare  A/;i  est  égal  à  r 9,  on  a 

M  m  =  — —  arc  A  Aw; 
ir.  r 
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ce  qui  montre  que  le  point  M  décrit,  sur  le  cylindre  fixe  C, 
une  hélice  de  pas  h.  Le  mouvement  est  donc  hélicoïdal, 
d'après  la  définition  que  nous  avons  donnée. 

Comme  le  point  M  est  un  point  arbitraire  du  corps,  on 
voit  que  tous  les  points  du  corps  décrivent  des  hélices  tracées 
sur  des  cylindres  de  révolution  autour  de  Taxe  z' z  et  ayant 
toutes  le  même  pas  h.  La  valeur  commune  h  du  pas  se 
nomme  le  pas  du  mouvement  hélicoïdal  :  c'est  la  longueur 
dont  le  corps  a  glissé  le  long  de  l'axe  quand  il  a  fait  un  tour 
entier. 

Nous  avons  ainsi  caractérisé  géométriquement  le  mouve- 
ment hélicoïdal.  Disons  quelques  mots  au  point  de  vue  ciné- 
matique. 

Vitesse  d'un  point  du  corps.  —  Il  est  évident  que  le  corps 
animé  du  mouvement  hélicoïdal  peut  se  mouvoir  plus  ou 
moins  vite;  pour  définir  la  loi  du  mouvement  en  fonction  du 
temps,  on  peut  se  donner  :  i®  le  pas  h  du  mouvement  héli- 
coïdal; 2"  l'expression  en  fonction  du  temps  /  de  l'angle  6 
évalué  en  parties  du  rajon  dont  le  corps  a  tourné  à  partir 
d'une  certaine  position  (H^). 

Dans  ces  conditions,  la  longueur  z  dont  le  corps  a  glissé  le 
long  de  l'axe  z' z^  à  partir  de  la  même  position,  est  aussi  une 
fonction  connue  du  temps  liée  à  H  parla  relation  (3)  que  nous 
écrirons 

(4)  ^=Ae. 

Nous  supposerons,  pour  simplifier,  que  l'on  a  choisi  les  sens 

positifs  de  9  et  G  de  façon  que  ces  quantités  croissent  avec  t. 

Soient 

d^  ^       dz 

dt  dt 

les  dérivées  de  8  et  ^  par  rapport  au  temps  :  la  quantité  a> 
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s'appelle  vitesse  angulaire  de  rotation  du  corps  à  TinstanU 
autour  de  Taxe  z'z^  et  la  quantité  G  vitesse  de  glissement 
du  corps  parallèlement  à  Taxe  z' z  au  même  instant.  Ces 
deux  quantités  ne  sont  pas  indépendantes  :  en  efTet,  en  pre- 
nant les  dérivées  par  rapport  au  temps  des  deux  membres  de 
la  relation  fondamentale  (4)  qui  caractérise  le  mouvement 
hélicoïdal,  on  a  immédiatement 

(5)  G  =  —  <ïi. 

Ceci  posé,  cherchons  à  l'instant  t  la  vitesse  d'un  point  M  du 
corps  situé  à  la  distance  r  de  l'axe.  Ce  point  décrit  une  hé- 
lice H  sur  un  cylindre  fixe  C  de  rayon  r.  Soit  s  =  AM 
LfiS'  ^^)  ^^^^^  ^c  cette  hélice  compté  à  partir  de  la  position  A 
occupée  par  M  au  moment  où  6  =  o.  Quand  on  connaît  8  en 
fonction  du  temps,  on  en  déduit  immédiatement  la  loi  du 
mouvement  du  point  M  sur  l'hélice  H. 

En  effet,  si  Ton  prend  un  système  de  coordonnées  semi- 
polaires  (n°  34)  dans  lequel  Oz  est  l'axe  des  z  et  OA  l'axe 
polaire  dans  un  plan  perpendiculaire  à  O^,  les  coordonnées 
semi-polaires  du  point  M  sont  r  (constant),  B,  5,  et  l'on  a 
entre  ^  et  8  la  relation  (4)  où  h  est  le  pas  de  l'hélice. 

Dans  la  figure  58  on  a  choisi,  pour  sens  positif  des  angles  H 
autour  de  0<3,  un  sens  diflérent  de  celui  que  l'on  prend  habi- 
tuellement, notamment  dans  la  figure  36,  relative  aux  coor- 
données semi-polaires.  Cela  tient  à  ce  qu'on  a  voulu  repré- 
senter une  hélice  tournant  dans  le  sens  ordinaire  des  vis  el 
des  tire-bouchons. 

Soit  MV  le  vecteur  vitesse  ;  ce  vecteur  étant  tangent  à 
l'hélice  H,  est  évidemment  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur r  ;  décompoSons-le  en  deux:  l'un  MVi  suivant  la  perpen- 
diculaire au  plan  vOM,  l'autre MV2  parallèle  à  Oz  {fig-  58), 

Vi  =  Vsina,         V2=Vcosa. 
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En  appliquant  les  formules  générales  du  n°  34,  nous  voyons 
que,  dans  le  cas  présent, 

car  ;*  est  constant,  ce  que  nous  avons  déjà  expliqué  géomé- 
triquement. Puis 

>P  =  V,  =  r^=,<o, 

(6) 


d'où 


V; 

Z   """ 

V, 

dz 
""  dt 

=  G, 

V, 

— 

G   ~ 

h 

Voici  comment  on  peut  inlerpréter  ces  formules.  Si  le 
corps  tournait  autour  de  l'axe  z'z  avec  la  vitesse  angulaire  co 
sans  glisser  le  long  de  l'axe,  le  point  M  aurait  la  vitesse  MV<; 
si  le  corps  glissait  parallèlement  à  Taxe  z'z  avec  la  vitesse  G, 
sans  tourner,  le  point  M  aurait  la  vitesse  MV2.  En  réalité, 
dans  le  mouvement  hélicoïdal,  le  corps  tourne  et  glisse,  et  un 
point  quelconque  M  du  corps  possède  une  vitesse  MV  égale 
à  la  somme  géométrique  des  vitesses  MV|  et  MVa  provenant 
Tune  de  la  rotation,  l'autre  du  glissement. 

En  connaissant  à  un  instant  C  les  deux  quantités  co  et  G, 
on  peut  donc  se  représenter,  à  cet  instant,  la  distribution  des 
vitesses  des  di^  ers  points  du  corps  d'une  façon  très  simple. 

Considérons  en  particulier,  à  l'instant  f,  divers  points  M 
du  corps  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe  z'z  : 
ce  qui  varie,  d'un  de  ces  points  à  l'autre,  c'est  la  distance  r 
à  l'axe.  La  grandeur  MV  de  la  \itesse  d'un  de  ces  points  est, 
à  l'instant  /, 

1 7 )  M V  =  /MV*  -h  MVJ  =  /r»(ii«-+-G* ; 

elle  croît  avec  r,  à  partir  de  la  \  aleur  G  qu'elle  prend  en  un 
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point  sllué  sur  Taxe  (r=o),  La  direction  de  cette  \  itesse  MV 
est  déterminée  par  le  fait  que  le  vecteur  MV  est  perpendi- 
culaire au  rayon  du  cylindre  aboutissant  en  M  et  fait  avec  la 
direction  de  Taxe  z'z  du  mouvement  hélicoïdal  un  angle  a 

tel  que 

MVj        lor        iTzr 


tans:  2  = 


MV,  "   G   "     h    ' 


Tangle  a  est  donc  nul  pour  un  point  du  corps  situé  sur  Taxe; 
il  augmente  et  tend  vers  un  droit  à  mesure  qu'on  prend  des 
points  de  plus  en  plus  éloignés  de  Taxe.  On  peut  remarquer 
que,  quand  r  varie,  la  composante  M  Va  reste  toujours  la 
même,  tandis  que  MV|  croît  proportionnellement  à  r. 

Vitesse  dans  un  mouvement  hélicoïdal  uniforme.  —  Le 

mouvement  hélicoïdal  est  dit  uni/orme  quand  l'angle   do 

rotation  9  varie  proportionnellement  au  temps,  c'est-à-dire 

quand  on  a 

0  =  A7  4-  ©0, 

♦ 

où  A'  et  8o  sont  des  constantes  :  il  en  résulte  que  z  varie  aussi 
proportionnellement  au  temps,  car 

ait  air  ' 

Alors  les  vitesses  to  et  G  de  rotation  et  de  glissement  sont 
constantes  : 

r  —  ^^  —  ''^ 
~~  de  ~~  ht: 

Dans  ce  cas,  chaque  point  M  du  corps  décrit  une  hélice  H 
de  pas  h  d^un  mouvement  unijorme,  ainsi  qu'il  résulte  des 
relations  (6)  ou  de  l'expression  (7)  de  la  grandeur  de  la 
vitesse  du  point  M.  Inversement,  si,   dans  un  mouvement 
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hélicoïdal,  w  est  constant,  0  varie  proportionnellement  à  /  et 
le  mouvement  est  uniforme. 

Accélération.  —  Déterminons  de  même  le  vecteur  accélé- 
ration M  Y  d'un  point  M  du  corps.  En  appliquant  les  formules 
générales  (9)  du  n**  34,  on  a,  pour  les  composantes  y^,  yp,  y^ 
(le  l'accélération  suivant  le  prolongement  du  rayon  vec- 
teur MR,  la  perpendiculaire  MP  au  plan  zOM  et  la  paral- 
lèle MZ  à  O^  (/^.  58), 


car  r  est  constant; 

dr  d^  rf*6  dix> 

^^^'"Ttdt'^^'dr^-'Tr 

_û?*z_^    h    d*^  ^    h    du> 
^^^  ""  di^  "  Ï7t  It*  ~  ^'dt' 

Cl)  désignant,  comme  plus  haut,  la  vitesse  angulaire  -7-  •  Ces 

formules  donnent  les  composantes  du  vecteur  accélération 
d'un  point  quelconque  du  corps,  à  chaque  instant.  Elles  per- 
uiettent  d'étudier  la  distribution  des  vecteurs  accélération 
des  divers  points  du  corps,  à  un  instant.  On  peut  en  donner 
une  interprétation  géométriquement  analogue  à  celle  que 
nous  avons  donnée  pour  la  vitesse. 

Si  le  corps  ne  faisait  que  tourner  autour  de  l'axe  avec  la 
vitesse  angulaire  w,  le  point  M  décrirait  une  circonférence  ; 
son  accélération  yi  serait  dans  le  plan  d'une  section  droite 
{/iff.  58)  et  aurait  pour  composantes,  suivant  le  prolongement 
du  rayon  vecteur,  la  perpendiculaire  au  plan  zOM  et  la  pa- 
rallèle hOz: 

dm 

(Yi)r=  — w«r,        (Yi)p  =  r^,         (y,)- =  o. 

Si  le  corps  ne  faisait  que  glisser  le  long  de  l'axe  avec  la 
A.  10 
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vitesse  de  glissement 

dz  h 

dt  air    ' 

le  point  M  aurait  une  accélération  va  parallèle  à  O5  dont  les 
projections  seraient 

/     \  /     \  .     .  h    dm 

(Tî)r  =  o,        (y,)p  =  o,        ^ï«)-=^'57" 

En  réalité^  le  point  M  a  une  accélération  y  qui  est  la  somme 
géométrique  de  ces  deux  accélérations  yi  et  yj»  car  les  pro- 
jections de  y  sur  chacune  des  trois  directions  considérée> 
sont  respectivement  les  sommes  des  projections  de  yi  et  -^2 
sur  cette  direction. 

Accélération  dans  un  mouTement  hélicoïdal  uniforme.  — 

Si  le  mouvement  hélicoïdal  est  uniforme,  w  est  constant, 

dta  1 

-r-  =  o  :  on  a  dans  ce  cas 

dt  ' 

YR  =  —  w*'',        TP  =  0,        Ys  =  o. 

L'accélération  du  point  M  est  alors  dirigée  suivant  la  per- 
pendiculaire MR'  abaissée  du  point  M  sur  l'axe  du  cylindre 
{Jig-  58),  vers  cet  axe,  et  égale,  en  valeur  absolue,  à  w^r. 

Plan  osculateur  et  rayon  de  courbure  de  l'hélice.  —  Ce 
dernier  résultat  montre  que  le  plan  osculateur  à  V hélice 
centient  la  normale  au  cylindre  qui  la  porte,  et  que  le 
rayon  de  courbure  p  de  l'hélice  est  égal  à 


Ki^-^'O- 


En  effet,  le  point  M  décrivant  l'hélice  d'un  mouvement 
uniforme  dont  la  vitesse  V  est  donnée  par  l'équation 


V*  =  G*-4- a)«r«=  ci)« /"^ -h  r«  V 
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son  accélération  est  dirigée  suivant  la  normale  principale; 
mais  nous  venons  de  voir  qu'elle  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male au  cylindre  ;  la  normale  principale  se  confond  donc 
avec  la  normale  au  cylindre;  le  plan  osculateur  contenant 
la  normale  principale  contient  la  normale  au  cylindre. 

Quant  au  rayon  de  courbure,  il  est  donné  par  la  formule 
générale 

Actuellement,  l'accélération  étant  dirigée  suivant  le  nor- 
male principale  MR'(y?g'.  58),y„  se  confond  avec  yn  en  valeur 

absolue  et  l'on  a 

V* 

a)>r  =  — , 

P 
d'où 


46.  Mouvement  hélicoïdal  en  coordonnées  rectangu- 
laires; vitesse;  accélération  d'un  point.  —  Les  formules 
de  passage  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
cylindriques  donnent  immédiatement,  pour  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  M  par  rapport  aux  axes  déjà  choisis 
[OA,  axe  des  x  {fig-  58)] 

or  =  rcos6,        ^  =  r^in6,        -5= — 0, 

OÙ  6  est  une  fonction  de  t  ayant  pour  dérivée  -j-  =  w. 

Les  projections  des  vecteurs  V  et  y  sont  alors  données  par 
les  formules  suivantes  : 


dx  .   A  û^6 

dt  dt 


,^r^  ^  ^T         dy  ^  û?9 

(V)  <iVr=i=  rcosf^Si' 

V    —  —  —  —  ^ 

^  ""  "5^  ~  l'K  dt' 
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OU 

(V)  Vj  =  — to>^,         V^=toa:,         V,=  ti)  — - 


Puis 


Y^=.^:=-rs.ne^-.rcos6 


ou 


Si  le  mouvement  est  uniforme,  il  faut  faire  -=-  =  o. 

Remarque.  —  En  supposant  /i  =  o,  on  a  les  formules  don- 
nant la  vitesse  et  raccélération  des  points  d*un  corps  tour- 
nant autour  de  Oz. 


47.  Réalisation  pratique  de  ces  mouvements.  —  D'une 
façon  générale,  pour  faire  ^n  sorte  qu'un  corps  solide  ne 
puisse  prendre  qu'un  certain  mouvement  donné,  on  em- 
pêche, par  d'autres  corps  solides  en  contact  avec  lui,  tous  les 
autres  mouvements,  de  telle  façon  que  le  mouvement  donné 
soit  le  seul  possible.  Nous  allons,  à  ce  point  de  vue,  étudier 
successivement  la  réalisation  pratique  des  mouvements  de 
translation,  de  rotation,  et  du  mouvement  hélicoïdal. 

i"  Mouvement  de  translation.  —  Dans  les  objets  usuels  et 
dans  les  machines,  les  mouvements  de  translation  ordinaire- 
ment employés  sont  des  mouvements  rectilignes. 
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Pour  faire  en  sorte  qu'un  corps  solide  A  ne  puisse  prendre, 
par  rapport  à  un  autre  corps  solide  B,  qu'un  mouvement  de 
translation  rectiligne,  on  taille  ordinairement  des  parties  du 
corps  A  en  forme  de  prismes  ou  de  cylindres  parallèles,  et 
on  les  engage  dans  d'autres  prismes  ou  cylindres  parallèles, 
creusés  dans  le  corps  B,  ayant  mêmes  sections  droites  et 
mêmes  positions  relatives  que  ceux  du  corps  A.  Dans  ces 
conditions,  il  est  évident  que  l'un  des  corps,  B  par  exemple, 
étant  regardé  comme  fixe,  l'autre  A  ne  peut  que  glisser  dans 
la  direction  des  prismes  ou  cylindres  engagés  les  uns  dans 
les  autres.  On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  mouvement  de  transla- 
tion rectiligne  d'un  des  corps,  par  rapport  à  l'autre,  est  réa- 
lisé à  l'aide  de  glissières  rectilignes. 

Par  exemple,  un  tiroir  de  meuble  est  un  solide  limité  par 
des  faces  planes  formant  un  prisme  droit  qui  glisse  dans  un 
autre  prisme  creux,  de  même  section  droite,  dont  les  parois 
sont  constituées  par  le  meuble. 

Un  couvercle  de  boîte  à  coulisses,  comme  un  couvercle 
de  boîte  à  dominos,  est  également  guidé  par  deux  rainures 
cylindriques  parallèles  formant  glissières.  Il  en  est  de  même 
pour  certaines  portes  à  coulisses. 

11  faut,  bien  entendu,  éviter  de  tailler  le  corps  solide  A  en 
forme  d'un  seul  cylindre  circulaire  droit,  car  alors  il  faudrait 
l'engager  dans  un  cylindre  circulaire  creux  de  même  section 
droite  creusé  dans  B,  et  le  corps  A  pourrait  prendre,  par 
rapport  à  B,  d'autres  mouvements  qu'un  mouvement  de 
translation  parallèle  aux  génératrices,  puisqu'il  pourrait 
tourner  par  rapport  à  B. 

a**  Mouvement  de  rotation.  —  Pour  faire  en  sorte  que  le 
seul  mouvement  possible  d'un  corps  solide  A,  par  rapport  à 
un  autre  corps  solide  B,  soit  une  rotation,  on  lie  au  corps  A 
un  solide  rigide  de  révolution  qui  s'engage  dans  un  creux, 
limité  par  une  surface  de  révolution  égale,  pratiqué  dans  B. 
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Ordinairement,  les  surfaces  de  révolution  employées  sont  des 
cylindres  circulaires;  mais  alors,  il  faut  empêcher  Tun  des 
cylindres  de  glisser  dans  l'autre,  suivant  le  sens  des  généra- 
trices, par  des  saillies  solides  faisant  obstacle  au  glissement. 
Dans  ces-  conditions,  l'un  des  corps  étant  regardé  comme 
fixe,  l'autre  ne  peut  que  tourner  par  rapport  à  lui  autour  de 
l'axe  commun  des  deux  surfaces  de  révolution. 

Quelquefois  on  pratique  dans  les  deux  corps  des  ouvertures 
formant  des  cylindres  circulaires  creux  égaux,  et  on  les  tra- 
verse d'un  troisième  cylindre  circulaire  égal,  en  ajoutant  de> 
pièces  qui  empêchent  les  deux  corps  de  glisser  l'un  par  rap- 
port à  l'autre. 

Les  exemples  de  ce  genre  de  mécanisme  se  rencontrent 
dans  les  objets  les  plus  usuels»  Ainsi  dans  les  boites  dont  le 
couvercle  se  soulève  en  prenant,  par  rapport  à  la  boîte,  un 
mouvement  de  rotation,  la  liaison  du  couvercle  à  la  boite  est 
réalisée  par  des  charnières  qui  rentrent  précisément  dans 
le  deuxième  mode  de  liaison  que  nous  venons  de  décrire. 

Le  mouvement  de  rotation  d'une  porte,  par  rapport  aux 
montants  de  la  porte,  est  réalisé  par  les  gonds;  la  porte  est 
munie  de  cylindres  de  fer  creux,  de  révolution  autour  d'un 
même  axe,  venant  coiffer  des  cylindres  de  fer  égaux  de  même 

axe    fixés    à    l'un    des    mon- 
^^^'  ^9-  tants.  La  porte  demeure  ainsi 

suspendue,    et  en  mesure  de 
tourner  autour  d'un  axe  ver- 
tical  fixe.  Comme  les   forces 
usuelles  agissant  sur  la  porte 
ne  tendent  pas  à  la  soulever,  il 
est  inutile  d'ajouter  des  pièces 
empêchant    le    glissement  de 
la   porte  vers  le  haut.  Cette   circonstance   permet  de   dé- 
monter la  porte  en  la  soulevant  pour  la  faire  sortir  des  gonds. 
Pour  réaliser  le  mouvement  de  rotation  d'une  roue,  par 
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rapporta  une  voilure,  on  lie  invariablement  à  la  voilure  ua 
cylindre  de  fer  appelé  essieu,  qui  passe  dans  une  ouverture 
cylindri(|iie  circulaire  percée  au  centre  de  la  roue. 

Dans  les  machines,   les  pièces  à  mouvement  de  rotation 
autour  d'axes   horizontaux 
sont  montées  sur  des  arbres  Fig.  60, 

cylindriques  horizontaux  A 
qui  sont  soutenus  en  des 
points  convenabletuent  es- 
pacés par  des  paliers  (Ji- 
gures  Sg,  60  et  6 1  )  ;  ceux-ci 
sont  munis  de  cylindres 
creux  cb(Jig.5())o»ddd'd' 
{fis-  ^  '  )  spp^'^s  coussinets, 
qui  embrassent  l'arbre  A  le 

long  d'une  partie  généralement  plus  étroite  qu'on  nomme  toii' 
rillon,  et  guidenl  la  rotation  de  celle-ci  autour  de  son  axr. 
Ordinairement  les  arbres  des  roues  sont  beaucoup  plus  gros 
que  leurs  tourillons  :  celte  disposition  est  adoptée  en  vue  di' 
réduire  l'influence  du  froltemenl  du  tourillon  sur  les  coussi- 

Fig.  61.  Fig.  fi,. 


nets.  Pour  empêcher  l'arbre  de  glisser  dans  le  sens  de  son 
axe  on  munît  l'arbre  de  bourrelets  ou  anneaux  dd',  dd' 
{fis-  '^*)>  ""  '^'^1  ^^'  {fis-  ^^)>  q"'on  appelle  les  épaule- 
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ments,  el  qui  s'appuient  laléralemeat  contre  les  coussinets. 

<^iiaad  l'arbre  est  soumis  à  des  efforts  considérables  dans 
le  sens  de  l'axe,  on  termine 
quelquefois  les  tourillons  par 
des  parties  arrondies  formanl 
pivot  et  venant  s'appojer 
contre  un  épaulement  exté- 
i     rieur. 

Quand,  dans  une  machine, 
une  pièce  doit  tourner  autour 
d'un  axe  vertical,  on  attache 
invariablement  à  cette  piècr 
(Jlg.  63)  un  cylindre  de  ré- 
volution vertical  NC,  appelé 
pivot,  terminé  par  une  base 
circulaire  ab  qui  pénètre  dans 
un  cylindre  creux  fixe  eahf. 

appelé  crapaudine  :  le  pivol  s'appuie  sur  le  fond  plan  de  lu 

crapaudine  contre  les  bords  de  laquelle  il  est  épaulé  latérale- 


ment :  on  évide  souvent  le  pivot  dans  sa  partie  centrale  C; 
alors  il  ne  repose  plus  sur  le  fond  de  la  crapaudine  que  par 
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une  couronne  ou  zone  annulaire  limitée  par  deux  circonfé- 
rences concenlriques. 

Il  arrive  aussi  que,  pour  diminuer  l'influence  du  frotte- 
ment, on  termine  {^fig-  64)  'a  l'ase  du  pivot  par  une  calotte 
sphérique  convexe  qui  elle-même  repose  sur  une  partie  con- 
vexe du  fond  de  la  crapaudine;  dans  d'autres  cas  (^fig-  f)^). 
In  pivot  est   terminé  par  une  surface  de  révolution  ayant  la 
forme    d'un    cûne     raccordé    par    une 
calotte  spbérique,  et  il  repose  dans  une 
cavité  de  même  forme  creusée  dans  le 
corps  servant  de  crapaudine. 

3°   MouTflment   hâUooIdal.    —    Pour 

réaliser   pratiquement    un    mouvement 

hélicoïdal,   on   emploie  le   système   de 

deux  corps  solides  appelés  vU  et  écrou. 

Imaginons  un  cylindre  circulaire  droit 

ce  sur  lequel  est  tracée  une  hélice  H  de  pas  A  {fig.  66)  : 

considérons  une  petite  surface  plane  abc,   par  exemple  un 

trianele   équtlatéral ,    dont    le 

,  ^  Fig.  66. 

plan   passe    consUmment   par  " 

l'axe  l's  du  cylindre,  et  qui 
se  déplace  de  façon  qu'un 
de  ses  points,  a  par  exemple, 
décrive  l'hélice .  Celle  sur- 
face engendre  un  solide  qu'on  £>  E 
appelle  filet  de  vis  :  le  fdet 
a  diverses  formes  suivant  la 
nature  de  la  petite  surface 
mobile  abc  ;  quand  c'est  un 
triangle,    on   obtient   un    filet 

de  vis    triangulaire  i^fig.   66);  quand   c'est  un   carré,   on 
obtient  un  filet  de  vis  carrë  {fig-  67). 

Supposons  que  le  cylindre  soit  réalisé  matériellement  et 


Fig.  67. 


5??*^;^??s^5«^*^: 
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que  le  filet  de  vis  soit  également  réalisé  matériellement  cl 
invariablement  lié  au  cylindre;  nous  avons  alors  une  vis. 
Imaginons,  d'autre  part,  que  le  cylindre  circulaire  CC  soit 

engagé  dans  un  corps  so- 
lide creux  EE'  limité  inté- 
rieurement par  la  même 
surface  et  que  la  petite 
surface  plane  abc  en  se 
déplaçant,  pour  engen- 
drer le  filet  de  la  vis, 
creuse  dans  le  corps  EE' 
un  canal  identique  au  filet 
de  la  vis,  de  telle  façon 
que  le  creux  du  solide  EE' 
soit  identique  à  la  saillie  du  solide  GC.  Le  corps  EE'  ain>i 
formé  s'appelle  Vécrou. 

Dès  lors,  il  est  évident  que  l'un  des  deux  corps  solides,  vis 
ou   écrou,   étant  ^regardé   comme   fixe,    l'autre    ne    pourra 

prendre,  par  rapport  à  lui,  qu'un  mouve- 
ment hélicoïdal  de  pas  A. 

La  figure  67  représente  une  vis  à  filet 
carré  \B  mobile  dans  l'écrou  ab. 

La  figure  68  représente  une  .vis  qui 
peut  tourner  autour  de  son  axe  AB  dan-i 
un  châssis  fixe,  l'écrou  abcd  étant,  par 
rapport  au  châssis,  assujetti  à  glisser  sans 
pouvoir  tourner.  Alors  la  vis  s'appuie  par 
un  pivot  dans  une  crapaudine  ou  contre  un 
épaulement  B  tandis  que  l'écrou  est  guidé 
le  long  du  châssis  par  des  glissières  ou 
des  guides  rectilignes. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que,  dans 
le  mécanisme  {Jig»  68),  se  trouvent  réalisés  les  trois  mouve- 
ments élémentaires  que  nous  venons  de  décrire  et  d'étudier. 
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La  vis  AB  peut  prendre,  par  rapport  au  châssis,  un  mou- 
vement de  rotation;  Técrou  abcd  possède  alors,  par  rap- 
port au  châssis,  un  mouvement  de  translation  rectiligne;  la 
vis  possède,  par  rapport  à  Fécrou,  un  mouvement  hélicoïdal. 


EXERCICES  SUR  LE   CHAPITRE   II. 

1.  Dans  un  corps  solide  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  on 
considère,  à  un  instant  f,  tous  les  points  M  situés  sur  une  même  per- 
pendiculaire à  l'axe. 

Déterminer  : 

(A).  Le  lieu  géométrique  des  extrémités  des  vecteurs  vitesses  de 
ces  points  (ligne  droite); 

(B).  La  surface  réglée  formée  par  ces  vecteurs  vitesses  ( parabo- 
loïde). 

Mêmes  questions  pour  les  vecteurs  accélérations. 

2.  Quand  un  solide  est  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  non 
uniforme,  le  vecteur  vitesse  V  et  le  vecteur  accélération  y  d'un  point 
M  sont  tels  que 

ïî  -  Yp. 

en  déduire  que  le  plan  osculateur  à  l'hélice  contient  la  normale  au 
cylindre  qui  porte  l'hélice. 

3.  Un  corps  solide  étant  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal, 
trouver  à  un  instant  t  : 

(A).  Le  lieu  géométrique  des  points  qui  ont  une  vitesse  de  gran- 
deur donnée; 

(B).  Le  lieu  géométrique  des  points  qui  ont  une  accélération  de 
grandeur  donnée. 

Réponse  : 

Ces  lieux  sont  des  cylindres  de  révolution  autour  de  l'axe  du  mou- 
vement. On  le  voit  géométriquement  ou  en  se  servant  des  formules 
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du  n**  46,  qui  donnent  les  projections  des  vecteurs  V  et  y  en  fonc- 
tion de  x,y,  z, 

4.  Un  corps  solide  étant  animé  d*un  mouvement  hélicoïdal,  trouver, 
à  un  instant  t,  les  points  du  corps  dont  les  vecteurs  vitesses  ont  de^ 
directions  qui  concourent  en  un  point  donné. 

Réponse  : 

En  se  servant  des  formules  du  n*'  46,  on  voit  que  ces  points  sont  sur 
une  cubique  gauche. 


CHAPITRE  III. 

CHANGEMENT  DU  SYSTÈME  DE  COMPARAISON- 


48«  Énoncé  du  problème.  —  Nous  avons  vu  que  le 
mouvement  d'un  point  est  un  phénomène  relatif  qui  dépend 
du  système  de  comparaison  auquel  on  rapporte  les  positions 
successives  du  mobile.  Dès  lors,  quand  on  connaît  le  mou- 
vement d'un  point  M  par  rapport  à  un  système  de  compa- 
raison (S),  on  peut  avoir  à  étudier  le  mouvement  du  même 
point  par  rapport  à  un  autre  système  de  comparaison  (A), 
connaissant  le  mouvement  du  système  (S)  par  rapport  au 
système  (A). 

On  dit  alors  que  le  mouvement  du  mobile  M  par  rapport 
au  système  (A)  est  le  mouvement  résultant  du  mouvement 
de  M  par  rapport  au  sytème  (S)  et  du  mouvement  du  sys- 
tème (S)  par  rapport  au  système  (A). 

Imaginons,  par  exemple,  un  bateau  (S)  en  mouvement 
sur  un  fleuve  par  rapport  aux  rives  (A).  Si  une  bille  roule 
sur  le  pont  du  bateau,  son  centre  M  décrit  par  rapport  au 
bateau  (S)  une  certaine  trajectoire  suivant  une  certaine  loi. 
On  peut  se  proposer  de  trouver  le  mouvement  de  ce  point 
par  rapport  aux  rives  (A)  :  ce  dernier  mouvement  est  le 
mouvement  résultant  du  mouvement  du  centre  de  la  bille 
par  rapport  au  bateau  et  du  mouvement  du  bateau  par  rap- 
port aux  rives. 
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Pour  simplifier  le  langage,  on  appelle  mouveoient  relatif 
le  mouvement  du  point  M  par  rapport  au  premier  système 
de  comparaison  (S)  :  la  trajectoire  G,  la  vitesse  Vr  et  Faccé- 
lération  yr  du  point  M  par  rapport  à  ce  système  (S)  s'ap- 
pellent trajecioirey  vitesse,  accélération  relatives;  c'est  ce 
mouvement  relatif  que  verrait  un  observateur  entraîné  avec 
le  système  (S)  et  croyant  ce  système  immobile. 

Le  mouvement  du  système  (S)  par  rapport  au  système  (A) 
se  nomme  mouvement  d' entraînement. 

Enfin  la  trajectoire  C^,  la  vitesse  V^,  l'accélération  v^  du 
point  M  par  rapport  au  système  (A)  s'appellent  trajectoire, 
vitesse,  accélération  du  mouvement  résultant,  ou  slussî  tra- 
jectoire, vitesse,  accélération  du  mouvement  absolu. 

Ainsi ,  dans  l'exemple  précédent,  le  mouvement  du  centre  M 
de  la  bille  par  rapport  au  bateau  (S)  est  le  mouvement  relatif: 
quand  la  bille  roule  sur  le  pont,  son  centre  décrit,  par  rap- 
port au  bateau,  une  courbe  G  qu'on  pourrait  approximative- 
ment tracer  à  la  craie  sur  le  pont  :  cette  courbe  est  la  trajec- 
toire relative  ;  elle  est  invariablement  liée  au  bateau  ;  le 
centre  M  de  la  bille  a,  par  rapport  au  bateau,  une  certaine 
vitesse  et  une  certaine  accélération  à  l'instant  t  :  ce  sont  la 
vitesse  et  l'accélération  relatives.  Le  bateau  possède  par  rap- 
port aux  rives  un  certain  mouvement  qui  est  le  mouvement 
d'entraînement.  Enfin  la  bille  est  animée,  par  rapport  aux 
rives,  d'un  certain  mouvement  résultant,  ou  mouvement  ab- 
solu, dans  lequel  elle  décrit  une  trajectoire  G^,  avec  une 
vitesse  Va  et  une  accélération  y^. 

Mouvement  d'entraînement  ;  vitesse  et  accélération  d'en- 
traînement. —  Le  système  de  comparaison  (S)  est  {Jig^  69) 
un  corps  solide  animé,  par  rapport  au  système  (A),  d'un 
mouvement  connu  qui  peut  être,  dans  les  cas  les  plus  simples, 
un  mouvement  de  translation,  ou  un  mouvement  de  rotation, 
ou  un  mouvement  hélicoïdal,  etc. 
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Considérons  un  point  géométrique  invariablement  lié  au 
système  (S)  :  quand  t  augmente  de  A/,  ce  point  est  entraîné 
par  le  système  (S)  et  subit,  par  rapport  au  système  (A),  un 
déplacement  appelé  déplacement  (T entraînement;  il  pos- 
sède, par  rapport  au  sys- 
tème (A),  une  vitesse  et  P»g-  ^• 
une  accélération  qui  s'ap- 
pellent vitesse  et  accélé- 
ration d 'entraînement 
de  ce  />om^.  Chaque  point 
du  système  (S)  a  ainsi, 
à  l'instant  t^  une  certaine 
vitesse  et  une  certaine 
accélération  d'entraîne- 
ment. Le  point  mobile  M  que  nous  considérons  se  meut  par 
rapport  au  système  (S)  :  on  appelle,  par  définition,  vitesse  et 
accélération  d'enti*atnement  du  point  M  à  Vinstant  t,  la 
vitesse  V^  et  l'accélération  y^.  que  possède,  à  l'instant  t^  le 
point  géométrique  du  système  (S)  qui  coïncide  avec  M  à 
l'instant  considéré  ;  on  peut  dire  aussi  que  la  vitesse  et  l'ac- 
célération d'entraînement  du  point  mobile  M,  à  l'instant  ^, 
sont  la  vitesse  V<.  et  l'accélération  y*?  que  posséderait  ce  point 
si,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  cet  instant,  il  était  invaria- 
blement lié  au  système  (S).  Lorsque  le  mouvement  de  (S) 
est  un  mouvement  de  translation,  un  mouvement  de  rotation 
ou  un  mouvement  hélicoïdal,  la  vitesse  d'entraînement  V^  et 
l'accélération  d 'entraînement  y^.  sont  connues  par  les  résultats 
exposés  au  Chapitre  IL 

Ces  définitions  étant  posées,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 


Théorème  I,  relatif  aux  vitesses.  —  La  vitesse  Y  a  du 
point  M,  dans  le  mouvement  résultant,  est  la  somme  géo- 
métrique de  la  vitesse  relative  Vr  et  de  la  vitesse  d'entraî- 
nement \c  de  ce  point. 
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Pour  le  démontrer,  représentons  en  G  {fig.  69)  la  trajec- 
toire relative  du  mobile  M  par  rapport  au  système  de  compa- 
raison (S).  Pendant  que  le  mobile  M  décrit  cette  courbe  G 
invariablement  liée  à  (S),  le  système  (S)  se  déplace  de  telle 
façon  qu'à  Finstant  t  le  mobile,  le  système  de  comparaison 
et  la  trajectoire  relative  occupent  les  positions  M,  (S)  et  G, 
tandis  qu'à  l'instant  postérieur  t  -h  A^,  ils  occupent  les  posi- 
tions M|,  (S|),  C|.  Le  déplacement  résultant  du  mobile 
est  MM|  :  le  mobile  va  de  M  en  M  «  en  suivant  une  certaine 
trajectoire  G<,  qui  est  la  trajectoire  du  mouvement  résultant. 

Appelons  M'  la  position  qu'occupe  à  l'instant  t-^-tki  le 
point  géométrique  du  système  (S)  avec  lequel  M  était  en 
coïncidence  à  l'instant  t  :  le  déplacement  M'M,  est  le  dépla- 
cement relatif  du  mobile  par  rapport  au  système  (S<);  le 
déplacement  MM'  est  le  déplacement  d^ entraînement.  Le 
vecteur  MM4  étant  la  somme  géométrique  des  vecteurs  M^M, 
et  MM',  si  l'on  porte  sur  chacun  de  ces  vecteurs,  des  vec- 
teurs MWfl,  M'Wr  et  MWtf  égaux  respectivement  aux  quo- 
tients de  ces  vecteurs  par  Af,  ces  nouveaux  vecteurs  sont 
(n°  15)  la  vitesse  moyenne  du  mouvement  résultant,  la  vitesse 
moyenne  du  mouvement  relatif  et  la  vitesse  moyenne  d'en- 
traînement; le  premier  de  ces 
nouveaux  vecteurs  est  la  somme 

j^ — N.  V 

I       Y^ "Z^  "     géométrique  des  deux   autres, 

/      y\        ^^.^-"-""^^  /  et  l'on  a  l'égalité  géométrique 

//S-7^  /  (I)         (Wa)  =  (W^)  +  (W,). 

ht    y  ^^ 

(  /  Si  maintenant  A^  tend  vers 

zéro,  les  points  M' et  M|  se  con- 
fondent avec  M,  G|  se  confond  avec  G,  les  trois  vecteurs  pré- 
cédents tendent  respectivement  vers  trois  vecteurs  V^,  Vr,  V^ 
issus  du  point  M  (Jig'  70)  égaux  respectivement  à  la  vitesse  V* 
du  mouvement  résultant  à  l'instant  /,  à  la  vitesse  relative  W 
et  à  la  vitesse  d'entraînement  V^.  La  relation  géométrique  (i) 


Fig.  70. 


CINÉMATIQUE.  l6l 

donne  alors  la  relation  limite 

(Va)  =  (Vr)-+-(V,), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Ces  trois  derniers  vecteurs  sont  respectivement  tangents 
en  M,  l'un  Va  à  la  trajectoire  du  mouvement  résultant, 
l'autre  Vr  à  la  trajectoire  relative  C,  le  troisième  V^.  à  la  tra- 
jectoire du  point  géométrique  du  système  (S)  avec  lequel  le 
point  M  coïncide  à  l'instant  l. 

Théorème  II,  relatif  aux  accélérations.  —  Dans  le  cas  gé- 
néral, l'accélération  y^  du  mouvement  résultant  est  la 
somme  géométrique  de  C  accélération  relative '^r^de  C  ac- 
célération d'entraînement  y^  et  d'un  autre  vecteur  y' 
appelé  accélération  complémentaire. 

Nous  ne  démontrerons  pas  ce  théorème  général  et  nous 
nous  bornerons,  pour  les  accélérations,  au  cas  où  le  système 
de  comparaison  (S)  est  animé  d'un  mouvement  de  transla- 
tion par  rapport  au  système  (A)  regardé  comme  fixe. 

Cas  où  le  mouvement  d'entraînement  est  un  mouvement  de 
translation.  —  Dans  ce  cas,  le  théorème  se  simplifie,  parce 
que  l'accélération  complémentaire  y'  est  nulle  et  l'on  aie  théo- 
rème suivant  : 

Quand  le  système  de  comparaison  est  animé  d'un  mou- 
vement de  translation,  l' accélération  y^  dans  le  mouve- 
ment résultant  est  la  somme  géométrique  de  l'accéléra- 
tion relative  yr  et  de  ^accélération  d'entraînement  y^. 

Pour  le  démontrer,  imaginons  trois  axes  Oxyz  liés  au  sys- 
tème (A)  que  nous  regardons  comme  fixe,  et  trois  axes 
Oi^ty^Zi  liés  au  système  de  comparaison  (S).  Comme,  par 
hypothèse,  le  système  (S)  est  animé  d'un  mouvement  de 

A.  II 
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translation,  les  axes  Oi^ijKi^i  se  déplacent  parallèlement  à 
eux-mêmes.  Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  axes 

mobiles  0<  JC^yt  Zi  se  dé- 
^^'  ^'*  placent    en    restant   pa- 

rallèles   aux    axes    fixes 

Dès  lors,  pour  définir 
le  mouvement  du  sjs- 
tème  (S),  c'est-à-dire  des 
axes  mobiles,  il  suffit  de 
connaître  les  coordon- 
nées ^1,  jKi,  Zi  de  l'ori- 
gine 0|  en  fonction  du 
temps.  Tous  les  points 
du  système  (S)  ont  alors  même  vitesse  et  même  accélération 
que  le  poinl  0|. 

Imaginons  maintenant  un  mobile  M  ayant  pour  coordon- 
nées .2:2,^^27  ^2  par  rapport  aux  axes 0|  a: j^ï^i,  ^2*^2 1^2  étant 
des  fonctions  de  t.  Ce  point  a,  par  rapport  à  ces  axes,  une 
vitesse  relative  Vr  et  une  accélération  relative  y^  ayant  pour 
projections  sur  ces  axes  et  sur  les  axes  parallèles  Qxyz 


(V,) 

(ïr) 


dxi 
d*.Zi 


dVi 
dt  ' 

dz^ 
dt' 

d^yt 
dt^  ' 

d*Zi 
dt* 

Le  même  point  M  a  une  vitesse  d'entraînement  VV  et  une 
accélération  d'entraînement  v^  identiques  à  la  vitesse 'el  à 
l'accélération  du  point  0|.  Les  projections  de  V<.  et  y^  sont 
donc 


(V.) 


dxi 

"5F' 

d^Xx 

'dF' 


dyx 
dt  ' 

d^Yx 
dt^ 


dzi 
'dt' 

'dt*' 
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Enfin  les  coordonnées  x,y,  z  du  point  M,  par  rapport  aux 
axes  fixes  Oxyz^  sont 

1    X  =  Xi-\-Xi, 

(    Z=  Zi-\-  Zf 

On  en  déduit  par  dérivation  les  projections  de  la  vitesse  Va 
et  de  l'accélération  y^  du  mouvement  résultant  ou  mouve- 
ment absolu  : 


(Va) 


(Ta) 


dx         dx\ 

dt   ~     dt 

dxt 

dy   _  dyx 
dt          dt 

^  dt  ' 

dz          dzx 
dt   —  dt 

dz* 

-^  dt' 

d^x       d^Xx 
dt^   ~  dt^ 

d^Tt 

^   dt*' 

dyy       d^Yx 
dt^  ~    dt* 

d*Yi 

-^    dt*  ' 

d*  z       d^Zi 

d*zt 

dt*         dt*  dt*^ 


Ces  équations  montrent  : 

1°  Que  les  projections  de  V^  sur  chacun  des  axes  sont  les 
sommes  des  projections  de  Vr  et  V^  sur  le  même  axe  ; 

2®  Que  les  projections  de  y^  sur  chacun  des  axes  sont  les 
sommes  des  projections  de  yr  et  y^  sur  le  même  axe. 

Elles  expriment  donc  : 

'  i'*  Que  la  vitesse  absolue  V^  est  la  résultante  de  Vr  et  V^,; 
2?  Que  Faccélération  absolue  y^  est  la  résultante  de  yr 
ety^. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  ainsi  démontré. 
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Remarque.  —  Menons  un  veicteur  OM2  égal  et  parallèle 
à  0<M;  les  coordonnées  du  point  M2,  par  rapport  aux  axes 
Oxyz^  sont  égales  aux  coordonnées  x^^^  y 21  ^2  de  M  par  rap- 
port aux  axes  0^x^y^z^.  Le  mouvement  de  M2.  par  rap- 
port aux  axes  fixes  Oxyzj  est  donc  le  même  que  le  mouve- 
ment relatif  de  M  par  rapport  aux  axes  OiXiy^Zi.  Comme  OM 
est  la  somme  géométrique  de  00|  et  OM2,  on  dit  quelquefois 
que  le  mouvement  de  M,  par  rapport  aux  axes  fixes  Oxvz^ 
est  le  mouvement  résultant  des  mouvements  des  deux  points  0| 
et  M2  par  rapport  à  ces  mêmes  axes. 

Les  théorèmes  précédents  montrent  que  la  vitesse  V,,  et 
l'accélération  y  a  du  point  M  sont  respectivement  les  résul- 
tantes des  vitesses  et  des  accélérations  des  deux  points  0| 
et  Ma. 


49.  Premiers  exemples  :  Le  mouvement  d'entraîne- 
ment est  un  mouvement  de  translation  rectiligne  uni- 
forme. —  Nous  avons  vu  que  la  trajectoire  relative  G  est 
une  courbe  de  forme  invariable  entraînée  par  le  système  de 

comparaison  (S)  :  dans  l'hypothèse 
actuelle,  la  courbe  G  est  donc 
animée  d'un  mouvement  de  trans- 
lation rectiligne  et  uniforme  :  la 
vitesse  V^.  de  ce  mouvement  de 
translation  est  donc  constante  en 
grandeur,  direction  et  sens.  Ln 
point  quelconque  P  de  G  décrit 
une  droite  fixe  Ox  {Jig>  72)  avec 
la  vitesse  constante  V^.;  tous  les  autres  points  de  G  décrivent 
des  droites  parallèles  avec  la  même  vitesse.  L'accélération 
d'entraînement  y<.  est  nulle.  Pour  définir  le  mouvement  du 
mobile  M,  il  suffit  de  connaître  l'arc  PM  =  5  en-fonction  de  /. 
Quand  t  varie,  la  courbe  G  se  déplace,  le  point  M  marche  sur 
la  courbe,  et,  dans  le  mouvement  résultant,  il  décrit  une  tra- 
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jectoire  C«.  La  vitesse  Ya  du  mouvement  résultant  est  la 
somme  géométrique  de  la  vitesse  d'entraînement  MV^.,  con- 
stante en  grandeur,  direction  et  sens,  et  de  la  vitesse  relative 
MV,.,  tangente  à  C.  Cette  vitesse  V^  est  tangente  à  G«.  L'ac- 
célération ya  du  mouvement  résultant  est  égale  à  l'accélé- 
ration relative,  carY<.=  o. 

Examinons  quelques  cas  particuliers  : 

i"  Le  mouvement  relatif  est  aussi  reotiligne  et  uniforme 
(fig.  73).  —  Dans  ce  cas,  la  trajec- 
toire relative  C  est  une  ligne  droite; 
la  vitesse  relative  Vr  est  constante  en 
grandeur,  direction  et  sens;  l'accé- 
lération relative  yr  est  nulle;  la  vi- 
tesse Va  du  mouvement  résultant, 
étant  la  somme  géométrique  de  deux 
vecteurs  invariables,  est  elle-même 
constante  en  grande ur^  direction  et 

sens;  le  mouvement  résultant  est  donc  rectiligne  et  uni- 
Jorme  (n®  18).  La  trajectoire  résultante  est  une  droite  Ca 
qui  passe  par  une  quelconque  des  positions  du  mobile 
et  qui  coïncide  en  direction  avec  la  vitesse  Va,  somme 
géométrique  de  V^  et  V^  (  fig*  73).  L'accélération  v^  est 
nulle. 

Par  exemple,  si  un  bateau  descend  un  fleuve  en  ligne 
droite,  avec  une  vitesse  constante  V^,  et  si  une  bille  roule  sur 
le  pont  du  bateau  de  façon  que  son  centre  décrive  sur  le  pont 
une  droite  d'un  rpouvement  relatif  uniforme  de  vitesse  Vr, 
le  mouvement  résultant  du  centre  de  la  bille  est  également 
rectiligne  et  uniforme,  et  sa  vitesse  Va  est  la  somme  géomé- 
trique des  vitesses  Vr  et  V<..  En  général,  la  bille  pourra 
rouler  suivant  une  direction  faisant  un  angle  quelconque  a 
avec  la  direction  de  la  marche  du  bateau  ;  alors  Va,  diago- 
nale du  parallélogramme  V<.Vr  dont  les  côtés  font  l'angle  a, 
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est  donnée  par  la  formule 

V*  =  V»  -h  V»  -h  2  \r\e  cosa. 

Si  la  bille  roule  dans  le  sens  même  delà  marche  du  bateau 
(a  =  o),  la  vitesse  résultante  du  centre  est  dirigée  dans  le  sen> 
commun  de  Vr  et  Vc  et  égale  à  leur  somme  ;  si  la  bille  roule 
en  sens  contraire  de  la  marche  du  bateau  (a  =  7t),  la  vitesse 
résultante  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
vitesses  Vr  et  V^  et  a  une  grandeur  égale  à  la  différence  de  ces 
vitesses.  En  particulier,  le  centre  de  la  bille  serait  immobile 
par  rapport  aux  rives  si  sa  vitesse  relative  constante  Vr  était 
précisément  égale  et  opposée  à  la  vitesse  de  translation  con- 
stante Ye  du  bateau. 

2°  Le  mouvement  relatif  est  un  mouvement  circnlabre  uni- 
forme ;  cyclolde.  —  Prenons  un  cas  particulier  intéressant 
qu'on  observe  journellement.  Imaginons  une  voiture  rorulant 
sur  une  route  droite  et  supposons  que  la  caisse  (S)  de  cette 

Fig.  74. 


voilure  soit  animée  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne 
et  uniforme  nécessairement  parallèle  à  la  trace  x'x  d'une 
roue  sur  le  sol  (Jifi-  74)-  Gonsidéronç  une  roue  de  la  voilure  : 
elle  roule  sur  le  sol,  mais  son  mouvement  relatif  par  rapport 
à  la  caisse  (S)  est  un  mouvement  de  rotation  autour  de 
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l'essieu  O  avec  une  certaine  vitesse  (o.  Cherchons  alors  le 
mouvement  d'un  point  M,  marqué  sur  la  circonférence  C  de 
la  roue,  par  rapport  au  sol. 

Nous  pouvons  dire  que  ce  mouvement  est  le  mouvement 
résult|int  du  mouvement  de  translation  du  système  (S)  et  du 
mouvement  relatif  circulaire  uniforme  du  point  M  par  rap- 
port au  système  (S).  La  vitesse  de  translation  de  la  caisse  (S) 
est  un  vecteur  constant  V<.  parallèle  à  od x\  la  vitesse  rela- 
tive Vr  est  un  vecteur  tangent  à  la  circonférence  G  dans  le 
sens  du  mouvement  et  égal  à  loR,  R  désignant  le  rayon  de  la 
roue.  La  vitesse  V^  de  M  dans  le  mouvement  résultant  est  la 
somme  géométrique  des  deux  vecteurs  MV^  et  MVr.  Mais 
actuellement,  ces  deux  vecteurs  sont  égaux  en  grandeur. 
En  effet,  pendant  le  temps  t  H-  A^,  la  voiture  avance  Je  telle 
façon  que  O  vienne  en  0|,  la  roue  tourne  de  telle  façon 
que  M  vienne  en  M i  et  que  le  point  de  la  roue  qui  touchait 
le  sol  en  A  vienne  en  Aj,  tandis  qu'un  autre  point  de  la  roue 
vient  toucher  le  sol  en  B.  La  quantité  00 1  =  AB  dont  la  voi- 
ture a  avancé  est  précisément  égale  à  l'arc  de  circonfé- 
rence BA|  par  les  points  duquel  la  roue  a  successivement 
touché  le  sol  :  en  appelant  alors  AO  l'angle  B0|  A|  dont  la 
roue  a  tourné  par  rapport  à  la  voiture,  on  a 

RlÔ  =  00i, 

d'où,  en  divisant  par  A/  et  se  rappelant  que,  les  mouvements 
étant   uniformes,  --  est  la  vitesse  angulaire   de   la   roue  w 

et  -r~  la  vitesse  de  translation  V^  de  la  voiture, 

Rio  =  VV. 

On  voit  donc,  comme  nous  l'avons  dit,  que  l'on  a,  en  gran- 
deur, 

La  vitesse  V^  du  mouvement  résultant  est  alors  dirigée 
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suivant  la  bissectrice  de  l'angle  V^MYr  :  elle  passe  donc  par 
le  point  H  le  plus  haut  de  la  roue  à  l'instant  considéré, 
d'après  les  théorèmes  élémentaires  sur  la  mesure  des  angles. 

Quand  le  point  M  arrive  au  point  le  plus  haut  de  la  roue, 
les  deux  vecteurs  Vr  et  Ye  ont  le  même  sens,  la  vitesse  résul- 
tante Ya  du  point  est  égale  au  double  de  la  vitesse  de  la  voi- 
ture ;  quand  le  point  M  arrive  au  point  le  plus  bas  de  la  roue, 
en  contact  avec  le  sol,  les  deux  vecteurs  ont  des  sens  opposés 
et  la  vitesse  résultante  V^  du  point  M  est  nulle, 

La  trajectoire  résultante  C^  du  point  M  est  une  courbe 
appelée  cycloïde^  représentée  sur  la  figure  74.  Comme  Va  est 
tangent  à  cette  courbe,  on  voit  que  la  tangente  à  la  cjcloïde 
au  point  M  passe  par  le  point  H  de  la  circonférence  roulante 
diamétralement  opposé  au  point  de  contact  A  de  la  circonfé- 
rence avec  le  sol. 

Remarque.  —  En  appelant  a  l'angle  VrMV<.,  on  a  ici, 
puisque  le  parallélogramme  construit  sur  V^  et  Ye  €st  un 
losange, 

Va  =  2  V,.  cos  -  =  2  R  to  cos  -  • 

2  2 


Si  l'on  joint  MA,  l'angle  HAM  est  égal  à  -  et   l'on  a, 
dans  le  triangle  rectangle  HAM, 


AM  =  2R  cos  -• 

2 


On  peut  donc  dire  que  la  vitesse  résultante  V^  du  point  M 
est  perpendiculaire  à  AM,  et  égale  au  produit  o) .  AM  ;  elle 
estidentique  à  celle  qu'aurait  le  point  M  si  la  roue,  à  l'instant  /, 
tournait,  avec  la  vitesse  angulaire  w,  autour  d'un  axe  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  roue  et  passant  par  le  point  de  con- 
tact A,  qu'on  appelle  pour  cette  raison  centre  instantané 
de  rotation.  C'est  là  un  moyen  mnémonique  de  se  rappeler 
la  vitesse  du  point  M;  il  ne  faut  rien  y  voir  d'autre. 
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Accélération.  —  Comme  ici  raccélération  d'entraînement 
est  nulle,  raccélération  absolue  y^  est  égale  à  l'accélération 
relative  yr»  Or  le  mouvement  relatif  est  un  mouvement  circu- 
laire uniforme  de  vitesse  angulaire  co  :  l'accélération  yr  est 
donc  dirigée  vers  le  centre  O  de  la  roue  et  égale  à  a>*R. 

Il  en  est   de    même   de 
l'accélération    absolue    y«  ^  * 

{fig^  75). 


Rayon  de  courbure  de 
la  cyclolde.  —  La  projec- 
tion de  Ya  sur  la  normale 
MA  à  la  cycloïde  est  la 
composante  normale  y„  de 
l'accélération  du  point  M  dans  son  mouvement  absolu  sur 

la  cjcloïde,  c'est-à-dire  -^>  p  désignant  le  rajon  de  cour- 
bure de  la  cycloïde  en  M.  D'autre  part,  comme  y^  fait  avec  MA 
l'angle  -  on  a 

2 


Égalant  ces  deux  valeurs  de  y,;,  on  a 

V«  a 

_=YaCOS-. 

OU,  en  remplaçant  Va  par  sa  valeur  awRcos-  et  y^  par  (i)?R, 

0  =  41^  cos  -  =  2 .  MA. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde  en  un  point  M  est 
donc  le  double  de  la  normale  MA. 


3°  Le  mouvement  relatif  est  un  mouvement  circulaire  uni- 
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forme.  Mouyement  hélicoïdal  uniforme.  —  Prenons  comme 
autre  exemple  le  mouvement  hélicoïdal  uniforme  défini  comme 
il  suit  : 

Etant  donné  un  axe  fixe  z^ z  ;  une  circonférence  C  de  rayon 
constant  R  est  animée  d'un  mouvement  de  translation  recti- 
ligne  et  uniforme,  dans  lequel  son  plan  reste  perpendiculaire 
à  y^,  pendant  que  son  centre  O  décrit  z^ z  avec  une  vitesse 
constante  G.  En  même  temps  un  mobile  M  décrit  cette 
circonférence  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angu- 
laire 0)  {fi g'  76). 

On  demande  la  trajectoire,  la 
vitesse  et  l'accélération  absolues 
du  point  M. 

Vitesse.  —  Dans  cet  exemple 
le  mouvement  d'entraînement 
est  le  mouvement  de  la  cir- 
conférence C  :  c'est  un  mou- 
vement de  translation  rectiligne 
et  uniforme  de  vitesse  G  paral- 
lèle à  z^ z.  La  vitesse  d'entraînement  V^  du  point  M  est 
donc  un  vecteur  MV<.  parallèle  à  Oc  égal  au  vecteur  con- 
stant G.  Le  mouvement  relatif  est  un  mouvement  circulaire 
uniforme  de  vitesse  angulaire  w  :  la  vitesse  relative  V^  du 
point  M  est  donc  un  vecteur  MV^  tangent  à  la  circonfé- 
rence C  de  grandeur  constante  coR.  Ces  deux  vecteurs  V<. 
et  Vr  sont  ici  rectangulaires  :  comme  ils  ont  des  grandeurs 
constantes  G  et  coR,  la  vitesse  absolue  V^  est  constante  et 

égale  à  y/G^-H  w-^R";  de  plus  elle  fait  un  angle   constant  a 
avec  MV^,  c'est-à-dire  avec  O5;  cet  angle  a  est  donné  par 

V;.  C.)  W 

langa=  -     =  ^   » 
On  voit,  d'après  cela,  que  la  trajectoire  absolue  est  unr 
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hélice  tracée  sur  le  cylindre  droit  engendré  par  la  circonfé- 
rence mobile  C.  En  effet,  comme  V^  est  tangente  à  celte  tra- 
jectoire, on  voit  que  cette  trajectoire  coupe  les  génératrices 
du  cylindre  sous  un  angle  constant  a.^  propriété  caractéris- 
tique de  l'hélice.  Nous  retrouvons  ainsi,  d'une  autre  façon, 
les  résultats  obtenus  précédemment  pour  le  mouvement 
hélicoïdal  uniforme. 

Accélération.  —  Le  mouvement  d'entraînement  étant  un 
mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  l'accéléra- 
tion d'entraînement  est  nulle.  Donc  l'accélération  absolue  Ya 
est  égale  à  l'accélération  relative  yr  *  or,  cette  dernière  est 
dirigée  suivant  MO  et  égale  à  (o*R.  Donc,  dans  le  mouve- 
ment hélicoïdal  uniforme,  l'accélération  est  égale  à  to^R  et 
normale  au  cylindre  qui  porte  l'hélice,  résultat  trouvé  direc- 
tement au  n°  45. 

50.  Composition  de   deux  mouvements  rectilignes. 
—  Imaginons  une  droite  OiX^  animée  d'un  mouvement  de 
translation  rectiligne  :  cette  droite  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  et  un  point  0^  de  celte 
droite  décrit  une   droite   fixe   O.r  &•  //• 

suivant  une  certaine  loi  (Jig'  77).  ^j 

Appelons  Xi  l'abscisse  du  point  O, 
sur  Oar,  la  loi  du  mouvement  de  Oi 
sera  de  la  forme 

0/  /G, 

Imaginons  de  plus   un  point  M 
qui  se  meut  sur  la  droite  mobile 

OiX^  suivant  une  certaine  loi  :  appelons  X2  l'abscisse  du 
point  M  sur  0,^i,  la  loi  du  mouvement  relatif  de  M 
sur  0|^i  sera  de  la  forme 

^s  =/î(0. 
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Le  problème  qui  consiste  à  étudier  le  mouvement  absolu 
du  point  M  s^appelle  composition  de  deux  mouvements 
rectilignes  qui  sont  :  i**  le  mouvement  d^entraînement 
de  0|  x^  défini  par  le  mouvement  de  Oj  sur  O x,  2**  le  mou- 
vement relatif  de  M  sur  O^x^. 

L'angle  a  des  deux  axes  O^  et  O^Xx  est  Tangle  des  deux 
mouvements  rectilignes  composants.  Si  a  est  droit,  ces 
mouvements  rectilignes  sont  dits  rectangulaires  ;  si  a  est 
nul  ou  égal  à  7t,  ils  sont  Ails  parallèles. 

On  pourra  appliquer  à  ce  problème  particulier  tout  ce  que 
nous  avons  dit  précédemment.  La  vitesse  et  l'accélération 
relatives  du  point  M  sont  dirigées  suivant  O^  Xx  et  leurs  valeurs 

1    ,1    *  .  dx%     d^  x%    T       *  11 

algébriques  suivant  cet  axe  sont  -j-y  —jr^  •  La  vitesse  et  1  ac- 
célération d'entraînement  de  M  sont  égales  à  la  vitesse  et 
l'accélération  de  0|  :  elles  sont  donc  parallèles  à  Ox  et  ont 
pour  valeurs  algébriques  suivant  cet  axe 

dry       d^xx 
~dt'     "dF' 

La  vitesse  absolue  de  M  est  la  somme  géométrique  des  vitesses 
relative  et  d'entraînement;  l'accélération  absolue  de  M  est  la 
somme  géométrique  des  accélérations  relative  et  d'entraî- 
nement. 

Quand  l'a^ngle  a  n'est  pas  nul,  le  problème  actuel  revient 
à  l'étude  du  mouvement  d'un  point  M  rapporté  à  deux  axes 
de  coordonnées  faisant  un  angle  a.  En  effet,  si  par  O  on  mène 
un  axe  Oy  {fig-  77)  parallèle  à  Oj  x,,  les  coordonnées  de  M 
par  rapport  au  système  d'axes  xOy  sont 

c'est-à-dire 

^=/i(0,      y=Mn' 
51.  Cas  de  deux  mouvements  rectilignes  parallèles. 
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—  Si  les  deux  directions  Oa:  et  O^Xi  coïncident,  on  peut 
toujours  supposer  que  les  sens  positifs  Ox  et  0|  Xi  sont  les 
mêmes;  alors  a=  o  (fig^  78). 

Le  mouvement  du  point  M  est  rectiligne  et  l'on  a,  à  chaque 

instant,  en  appelant  x  l'abscisse  OM  du  point  M  dans  le 
mouvement  absolu, 

On  a  ainsi  l'équation  du  mouvement  rectiligne  résultant. 
Dans  ce  cas  la  vitesse  rela- 
tive, la  vitesse  d'entraînement,         .  *8-  7  • 
l'accélération  relative,  l'accé-             i5  0^      M        ^  -«*• 
lération   d'entraînement  sont 

toutes  dirigées  suivant  O^  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Les 
règles  générales  donnant  la  vitesse  et  l'accélération  absolues 
résultent  immédiatement  de  la  dérivation  de  la  relation  (i). 

o2.  Composition  de  deux  mouvements  vibratoires 
parallèles  et  de  môme  période.  —  Supposons  que  les 
deux  mouvements  rectilignes  parallèle^  considérés  soient 
deux  mouvements  vibratoires  parallèles  caractérisés  par  une 
même  période  T,  mais  présentant  une  différence  de  phase, 
et  prenons  la  phase  du  premier  comme  origine  des  phases; 
les  équations  de  ces  mouvements  seront,  par  exemple,  de  la 
forme 


.     /air/ 
=  a,  sin  (  "Y" 


Ti  =  a»  sin  I  -7= — h  a  I  ; 


les  élongations  s'ajoutent  algébriquement  et  l'élongation  x 
du  mouvement  résultant  est 


.     ITZt 

X  =  Xi-\- Xi=  ai  sin -7= — h 


.     /2'Kt  \ 
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OU,  en  développant, 

,    ,  .    •ATzf  .    %i:t  air/    . 

(a)  a?  =  aiSin-= — h  ai  sin -7=-cosa -h  aj  cos-=-sina. 

Cherchons  à  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

(3)  :r  =  Asin(^-^8), 

c'est-à-dire  à  représenter  la  somme  des  élongations  des  deux 
mouvements  vibratoires  superposés  par  une  élongation 
unique  de  même  période,  mais  de  phase  différente  ;  dévelop- 
pons, il  vient 

(3)  a;  =  A  sm-7=r- cosô -+- A  C05-=r-sino 

et  en  identifiant  les  équation?  (2)  et  (.7) 

A  cos  8  =  ai  -h  aj  cos  a, 
A  sino  =  ai  sina; 

en  ajoutant  membre  à  membre,  après  avoir  élevé  au  carré, 
on  a 

(4)  A'  =  a}  H- a} -h'iaïaj  cos« 

et  en  divisant  membre  à  membre 

a*  sina 


(5)  tango  = 


ai -h  aj  cos  a* 


la  première  de  ces  équations  fait  connaître  l'amplitude  du 
mouvement  vibratoire  résultant,  la  seconde  donne  la  quan- 
tité S  qui  définit  sa  phase. 

La  valeur  de  A  est  toujours  réelle,  carie  minimum  de  cosa 
est  —  I  et  dans  ce  cas  l'expression  de  A  est  le  carré  de 
(«1  —  02);  l'équation  (5),  de  même,  donne  toujours  une 
valeur  réelle  pour  8. 

On  peut  faire,  au  sujet  des  vitesses  ou  des  accélérations 
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qui  sont  aussi  sinusoïdales,  des  calculs  semblables  et  qui 
conduisent  à  des  conclusions  analogues. 

Si  cosa  =  I ,  c'est-à-dire  si  a  =  o  ou  2  mz,  ce  qui  veut  dire 
que  la  différence  de  phase  du  second  mouvement  vibratoire 
par  rapport  au  premier  est  nulle,  ou  égale  à  un  nombre  pair 
de  fois  7:,  on  a 

les  amplitudes  s'ajoutent;  si,  au  contraire,  cosa  =  —  i,  ce 
qui  arrive  lorsqu'on  a  a  =  (2/1  H-  i)tc,  on  voit  que 

X  z=  ai —  «i, 

et,  si  les  amplitudes  des  deux  mouvements  superposés  sont 
égales,  A  devient  nul,  Tamplitude  du  mouvement  vibratoire 
résultant  s'annule  ;  il  y  a  extinction  du  mouvement  vibratoire, 
phénomène  auquel  on  donne  le  nom  iï interférence. 

Composition  de  n  Tibrations  parallèles  de  même  période. 

—  Imaginons,  d'une  manière  générale,  qu'en  un  même  point 
se  superposent  n  vibrations  parallèles  différant  par  l'ampli- 
tude et  par  la  phase,  mais  de  même  période,  et  soient 

X,  =  a,  sinf  -;jr-  -^-«1)1 

.    /ira  \ 

xt  =  a,  smf -^  -^-«2  I, 

•  ■•• • 1 

les  équations  de  ces  n  mouvements. 

L'équation  du  mouvement  résultant  est 

X  =  Sxi  =  8in-=^  Stti  cosai-H  cos~  -  Sai  sinai  ; 
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elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 


a?  =  A  sin  (  -7= — h  5  ). 


On  a  en  effet,  en  développant  et  en  identifiant, 

A  cos8  =  Zaï  cosoci, 
A  sin  8  =  £ai  sin  ai; 

d^où  Ton  déduit 

A*=  (£ai  cosai )*-♦-(£ ai  sinai)"=  La}  -h  aSa/ajtcos(a|- —  a^^), 

£ai  sin  a] 


tang8  = 


£ai  cosai 


Les  valeurs  de  A  et  de  8  sont  toujours  réelles;  le  mouve- 
ment résultant  est  donc  un  mouvement  vibratoire  de  même 
période  ;  il  serait  facile  d'écrire  les  équations  analogues  qui 
feraient  connaître  la  vitesse  et  l'accélération. 

Diagramme  des  espaces  pour  le  mouvement  résultant.  —  Si 
l'on  porte  (comme  au  n°  38),  le  temps  en  abscisse  et  l'élon- 
gation  en  ordonnée,  le  mouvement 

.     2TZt 

ar,  =  aiSiD-;p 
est  représenté  par  une  sinusoïde  S  {Jig»  79);  le  mouvemenl 


.      /iTZl  \ 

xj=a,sin( -^  4- al 


par  une  deuxième  sinusoïde  S';  le  mouvement  résultant 

sera  représenté  par  la  sinusoïde  résultante  S",  obtenue 
{/ig»  79)  en  faisant  la  somme  des  ordonnées  correspondant 
à  une  même  abscisse. 


1 
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D'une  façon  générale,  on  pourra  composer  de  la  même 
manière  un  nombre  quelconque  de  mouvements  vibratoires 

^^'g-  79- 


parallèles  de  même  période  :  on  représentera  chaque  mou- 
vement vibratoire  par  une  sinusoïde  et  Ton  construira  la 
sinusoïde  résultante  obtenue  en  ajoutant  les  ordonnées  cor- 
respondantes des  sinusoïdes  composantes. 

Mais  il  est  plus  simple  d'employer  ici  la  représenta- 
tion  des  mouvements  vibratoires  par  des  vecteurs  tour- 
nants. 

Emploi  des  vecteurs  tournants.  —  Soit  à  ajouter  deux 
mouvements  vibratoires  dont  les  équations  sont 


a^i  =  a\  sin'27t  =  > 

traçons  un  vecteur  Oa<  =  ai  faisant  avec  une  droite  prise 

pour  axe  des  temps  et  origine  des  phases  un  angle  2Tu=i 

{fig*  80)  et  un  second  vecteur  0^2=  «2  faisant  avec  le 

même  axe  un  angle  2u=^  -r  î'.. 

Les  projections  des  extrémités  de  ces  vecteurs  sur  Ox 
sont  des  points  animés  des  deux  mouvements  vibratoires 
considérés,  car,  en  appelant  x^  et  X2  les  abscisses  de  ces 


A. 


13 
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projections,  on  a  précisément 

Xi  =  ai  sin         y 


Xi 


=  at  sin  (  -Y"  -+-  a  )  • 


Le  parallélogramme  a\Oa^  est  de  grandeur  constante  et 

tourne  autour  de  O  avec  la  même  vitesse  angulaire  -=r   que 

Oai  et  Oa2.  Soit  j:  la  projection  de  sa  diagonale  OA  sur  0:r: 
d'après  le  théorème  des  projections,  on  a 


a?  =  a?!  -f-  a?t  j 

le   vecteur    tournant   OA    représente   donc   le   mouvement 

vibratoire  résultant, 
de  même  que  les 
vecteurs  tournants 
Oai  et  Oaa  repré- 
sentent les  deui 
mouvements  com-- 
posants. 

Il  est  aisé  de  re- 
trouver par  cette  mé- 
thode   les    résultats 
trouvés     plus     haut 
par  le  calcul.  En  effet,  d'abord  la  diagonale  OA  =  A  repré- 
sente l'amplitude  de  la  vibration  résultante  :  on  a  donc 

A*=  af  -f-a}  -f-  laxax  cosa, 


équation  identique  à  l'équation  (4)  (n®  52). 

La  différence  de  phase  de  la  fonction  harmonique  résul- 
tante est  définie  par  l'angle  8  =  AOai  ;  on  a  en  effet 


tang§  = 


AP 
OP 


an  sina 


i 


a\  -h  «t  cosa 


équation  identique  à  l'équation  (5)  (n"  52). 


■i 
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Cas  de  n  -vibrationB  parallèles  de  même  période.  —  D'une 
manière  générale,  on  pourra  composer  de  la  même  façon  un 
nombre  quelconque  de  mouvements  vibratoires  simples  paral- 
lèles et  de  même  période. 

On  représentera  les  di-  '^'    '' 

vers  mouvements  vibra- 
toires composants  par  des 
vecteurs  ai,  «2,  .  .  .,  a„ 
issus  d'une  origine  fixe  O 
{fig.  8i)  ayant  pour  lon- 
gueurs les  amplitudes  ai, 
a2,  . .  .j  a«  des  mouve- 
ments composants  et  fai- 
sant,    avec     un    axe    fixe 

O/,   des   angles  -= — h  «o 

-îp — h  «a,  ...,  -sr-+a/i,  représentant  les  phases;  l'ampli- 
tude du  mouvement  vibratoire  résultant  de  la  superposition 
de  tous  ces  mouvements  est 
représentée  par  la  résultante 
OA  du  polygone  construit  avec 
toutes  ces  droites  et  l'angle  que 
fait  OA  avec  O  t  représente  la 
phase  du  mouvement  résul- 
tant. 

Ces  constructions  sont  d'ail- 
leurs aussi  applicables  aux  vi- 
tesses et  aux  accélérations. 

Si      nous     composons     par 
exemple  trois  mouvements  vi- 
bratoires de  même  amplitude,  mais  dont  les  phases  diffèrent 
de  -^,  la  construction  précédente  {fig*  82)  montre  que  la 

résultante  est  nulle  puisque  le  polygone  est  fermé.  Le  mou- 
vement résultant  est  le  repos. 


Fig.  82. 
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53.  Composition  de  deux  vibrations  parallèles  de 
périodes  inégales.  —  Soient  deux  mouvements  vibratoire* 
parallèles  de  périodes  inégales  et  n'ayant  ni  la  même  ampli- 
tude ni  la  même  phase;  leurs  élongations  peuvent  élre 
représentées  par 

.      2TZt 


xi  =  «1  sm 
x^  =  aj  sîn 


T  ' 

17Zt 


)■ 


Posons 
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la  seconde  expression  peut  s'écrire 


x*  =  «2  sin  f  -^  f  -f-  e  ^  -h  S  j 


Le  calcul  sera  conduit  exactement  coipme  dans  les  cas  préct'- 
dents  à  condition  de  remplacer  ô  par  e^  +  8;  on  aura 

A*=  af  -h  aî  -f-  'la^af^  cos(£/  -h  o). 

L'amplitude  sera  donc  fonction  du  temps;  elle  passera  par 
des  maxima  el  des  minima  correspondant  aux  valeurs  -r  i 
et  —  I  du  cosinus.  On  aura  pour  s/  -|-  8  =  2.niz  des  maxima 
A.^=z  (a,  +  ^2)^7  et  pour  (e^-f-  8)  =  (2/1  4-  1)1^  des  minima 
A2=  (ai  —  a^Y  qui  pourront  même  être  nuls  si  a^  =  a^- 

Ces  maxima  et  ces  minima  se  suivront  à  des  intervalle> 
réguliers;  soit  6  le  temps  qui  sépare  deux  maxima;  deui 
maxima  qui  se  suivent  sont  caractérisés  par 

e^  H-  §  =  2mr, 
e(f -4-e)-+-8  =  2(rt  H-i)?:, 

d'où,  en. retranchant 

e8  =  27: 
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ot  en  remplaçant  e  par  son  expression,  il  vient 

0  =  —  -       *  ^^ 


e         ±_i       T-T" 
T'      T 


en  remplaçant  T  et  T/  par  les  inverses  -j^»  -^  des  nombres 

de  vibrations  à  la  seconde  correspondant  à  chaque  mouve- 
ment vibratoire,  on  obtient 


e  = 


le  nombre  n  des  maxima  à  la  seconde  est  donc 

/i  =  ^  =  N'— N. 
6 

Le  nombre  de  maxima  à  la  seconde,  produits  par  deux 
mouvements  vibratoires  de  périodes  inégalesy  est  égal  à 
la  différence  du  nombre  de  leurs  vibrations  à  la  seconde. 

54.  Mouvement  périodiquement  uniforme.  —  Le  mou- 
vement périodiquement  uniforme  est  celui  qu'on  obtient 
lorsqu'on  compose  un  mouvement  vibratoire  simple  avec  un 
mouvement  rectiligne  uniforme  sur  la  droite  sur  laquelle 
s'exécute  la  vibration. 

Soit 

l'équation  du  mouvement  uniforme,  où  v^  est  une  constante, 
et  soit 

l'équation  du  mouvement  vibratoire. 

L'équation  du  mouvement  résultant  sera,  d'après  les  théo- 
rèmes précédents, 

(i)  X  =  Xi-\- x^=  Xq-\-  v^t  -^  a^\n{tût  -\-^)\ 
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la  vitesse  sera  donnée  par  la  formule 

dx  ^ 

(2)  (>=_=ro-h«««>  cos  (  w  <  -t-  0  ) 


et  l'accélération  sera 

dv 
(3)  Y  =  ;7T  =  —  aoD*  8in(ci)/ -H  8). 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE   III. 

1.  Établir  les  formules  donnant  Vp  et  Vr  en  coordonnées  polaire^, 
parla  composition  des  mouvements. 

Réponse  : 

Imaginons,  dans  un  plan  xOy,  une  droite  OR  {fig.  34)  faisant 
avec  Oâ?  un  angle  6  variable  avec  t\  pendant  que  cette  droite  lourDe, 
un  point  M  glisse  sur  cette  droite  de  telle  façon  que  sa  distance 
r  =  OM  soit  une  fonction  donnée  de  t. 

Le  mouvement  résultant  est  le  mouvement  du  point  en  coor- 
données polaires.  La  vitesse  d'entraînement  est  perpendiculaire  à  OM 
et  égale  à 

la  vitesse  relative  est  dirigée  suivant  MR  et  a  pour  valeur  algébrique 

La  vitesse  V  du  mobile  est  la  somme  géométrique  des  deux. 

Accélération  absolue  du  point,  —  Le  mouvement  d'entrainement 
n'étant  pas  un  mouvement  de  translation^  Taccélération  absolue  du 
point  M  n'est  pas  la  somme  géométrique  de  Taccélération  relative  et 
de  l'accélération  d'entraînement.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

2.  On  considère  le  mouvement  hélicoïdal  uniforme  d'un  point 
comme  résultant  du  mouvement  de  translation  uniforme  d'un  cercle  C 
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perpendiculairement  à  son  plan  et  du  mouvement  circulaire  uni- 
forme d'un  point  M  sur  ce  cercle  {fig-  76);  mouvement  étudié  dans 
le  texte. 

On  demande  d'étudier  la  projection  du  mouvement  du  point  M  sur 
un  plan  fixe  Q  parallèle  au  plan  du  cercle  G,  la  projection.se  faisant 
parallèlement  à  une  direction  fixe  D  oblique  au  plan  Q.  Examiner  le 
cas  particulier  où  la  direction  D  des  projetantes  est  parallèle  à  une 
tangente  à  Thélice  H  lieu  du  point  M. 

Réponse  : 

Appelons  ^  Tangle  de  la  direction  des  projetantes  avec  la  droite 
z! z  décrite  par  le  centre  du  cercle  G  dans  Tespace  et  G  la  vitesse  de 
ce  centre;  a>  la  vitesse  angulaire  du  point  M  sur  le  cercle  G  de 
rayon  R(/^.  76). 

La  projection  du  cercle  G  sur  le  plan  Q  est  un  cercle  égal  c  dont 
le  centre  décrit  une  droite  avec  une  vitesse 

^  =  Gtangp. 

La  projection  de  M  est  un  point  m  qui  décrit  le  cercle  c  avec  la 
même  vitesse  angulaire  u). 

Le  mouvement  demandé  de  m  est  donc  le  mouvement  résultant  du 
mouvement  de  translation  rectiligne  uniforme  d*un  cercle  dans  son 
plan,  et  du  mouvement  uniforme  d'un  point  m^  sur  ce  cercle  :  la 
vitesse  de  translation  étant  g  et  la  vitesse  relative  due  à  la  rota- 
tion, (o  R. 

Si  les  projetantes  sont  parallèles  à  une  tangente  à  l'hélice,  ^  est 
égal  à  Tangle  a  sous  lequel  l'hélice  coupe  les  génératrices  du  cylindre 
qui  la  porte  ;  on  a 

tangp=  tanga  =  —  » 

et,  par  suite, 

^  =  Rto 

Le  point  m  décrit  alors  une  cycloïde,  qui  est  la  projection  de 
Fhélice  sur  le  plan  Q. 

3.  On  ouvre  une  porte  plane  avec  une  vitesse  angulaire  constante  ; 
un  insecte  M  monte  sur  la  porte,  parallèlement  à  l'axe  de  rotation, 
avec  une  vitesse  constante;  quelle  est  la  courbe  qu'il  décrit  dans  l'es- 
pace? Quelle  est  sa  vitesse  absolue? 
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Réponse  : 

Hélice;  vitesse  constante. 

A,  On  ouvre  une  porte  plane  avec  une  vitesse  angulaire  constante: 
un  insecte  M  monte  sur  la  porte,  avec  une  vitesse  constante,  suivant 
une  droite  qui  rencontre  l'axe  de  rotation.  Etudier  son  mouvemenl 
absolu.  Trajectoire,  vitesse,  accélération. 

5.  Un  point  M  se  meut  sur  la  surface  d'un  cùne  de  révolution, 
avec  une  vitesse  constante  en  grandeur,  en  décrivant  une  courbe 
qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices  du  cône. 

Trouver  la  projection  de  la  trajectoire  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  du  cône  (spirale  logarithmique). 

Déterminer  l'accélération  du  point  (application  du  système  de 
coordonnées  semi-polaires). 

6.  Composer,  comme  au  n°  50,  un  mouvement  rectiligne  uniforrar 
avec  un  mouvement  rectiligne  uniformément  varié  de  direction  dif- 
férente. 

Réponse  : 

Trajectoire  parabolique;  accélération  constante. 


DEUXIÈME  PARTIE. 


MÉCANIQUE. 


CHAPITRE  IV. 

POINT    iMATÉRIlîL    UBKE. 


35.  Axes  fixes.  —  On  rapporte  les  positions  de  tous  les 
corps  à  un  système  d'axes  f|ue  l'on  appelle,  par  définition, 
axes  absolument  fixes  :  ce  système  d'axes  est  un  trièdrc 
dont  l^ origine  est  au  centre  de  gravité  du  système  solaire 
{approximativement  au  centre  du  Soleil)  et  dont  les 
arêtes  sont  dirigées  vers  trois  des  étoiles  appelées  étoiles 
fixes, 

56.  Point  matériel.  —  Afin  de  commencer  par  le  pro- 
blème le  plus  simple,  on  étudie  d'abord  le  mouvement  d'une 
portion  de  matière  assez  petite  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur 
sensible,  déterminer  sa  position  comme  celle  d'un  point  géo- 
métrique. Une  telle  portion  de  matière  s'appelle  un  point 
matériel.  On  considère  ensuite  les  corps  comme  formés  par 
la  réunion  d'un  très  grand  nombre  de  points  matériels. 
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En  même  temps  quMI  change  de  position  un  point  matériel 
peut  tourner  et  se  déformer;  mais  on  ne  s'occupe,  dansée 
qui  suit,  que  de  la  position  du  point  et  non  de  la  manière 
dont  il  peut  tourner  et  se  déformer. 

L'observation  et  Texpérience  montrent  que  les  points  ma- 
tériels agissent  les  uns  sur  les  autres  :  ainsi  les  points  maté- 
riels qui  constituent  un  corps  appelé  solide  agissent  les  uns 
sur  les  autres  de  façon  à  maintenir,  à  peu  de  chose  près,  la 
forme  du  corps,  quand  on  cherche  à  le  déformer  ;  deux  points 
électrisés  s'attirent  ou  se  repoussent;  etc. 

37.  Principe  de  l'inertie.  —  Un  point  matériel  livré  à 
lui-même  a,  par  rapport  aux  axes  fixes,  une  accélération 
nulle.  D'après  ce  principe,  un  point  matériel  livré  à  lui-même 
est,  ou  bien  immobile,  ou  bien  animé  d'un  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme  (n"3i).  Les  deux  cas  peuvent  se  présenter 
suivant  les  conditions  initiales  dans  lesquelles  on  place  le 
point  :  I®  on  peut  supposer  le  point  livré  à  lui-même  sans 
vitesse,  alors  il  reste  immobile  ;  2°  on  peut  supposer  qu'on 
livre  le  point  à  lui-même  après  lui  avoir  communiqué,  par 
un  procédé  quelconque,  une  vitesse  V,  par  exemple  après 
l'avoir  lancé  avec  la  main  ;  alors  il  conserve  indéfiniment 
cette  vitesse  en  grandeur,  direction  et  sens,  et  il  prend  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme  de  vitesse  V. 

Force.  —  D'après  le  principe  de  l'inertie,  si  l'on  observe 
un  point  matériel  possédant  une  accélération,  ce  point  n'est 
pas  livré  à  lui-même;  d'autres  points  agissent  sur  lui.  L'accé- 
lération que  possède  le  point  est  donc  Teffet  d'une  cause  exté- 
rieure à  lui  ;  cette  cause  est  ce  qu'on  appelle  une  force. 
L'efl'et  d'une  force  sur  un  point  est  donc  de  lui  imprimer  à 
chaque  instant  une  certaine  accélération  y.  On  ne  s'occupe 
pas  en  Mécanique  et  en  Physique  de  l'essence  des  forces  qu'il 
est  impossible  de  pénétrer;  on  cherche,  simplement,  à  prévoir 
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el  à  calculer  les  effets  des  forces.  Dans  ce  but,  on  caractérise 
et  Ton  mesure  chaque  force  par  l'effet  qu'elle  produit  sur  un 
point  matériel,  c'ést-à-dirc  par  l'accélération  qu'elle  lui  im- 
prime. 

Masse.  —  Quand  un  point  matériel  déterminé,  soumis  à 
une  force,  possède,  à  un  instant  /,  une  accélération  y,  on  re- 
présente la  force  qui  agit  sur  lui  à  cet  instant  par  un  vecteur  F 
ayant  pour  origine  le  point,  pour  direction  et  sens  la  direc- 
tion et  le  sens  de  l'accélération  y  et  pour  longueur  le  produit 
de  y  par  un  coefficient  positif  m,  caractéristique  du  point  et 
appelé  masse  du  point  : 

F  =  my. 

Une  force  est  donc  représentée  par  un  vecteur  ;  on  dit 
qu'elle  a  pour  point  d'application  le  point  matériel  sur  lequel 
elle  agit,  qu'elle  a  pour  direction  et  sens  la  direction  et  le 
sens  du  vecteur  qui  la  représente,  enfin  qu'elle  a  pour  inten- 
sité le  nombre  qui  mesure  la  longueur  du  vecteur.  On  peut 
résumer  ce  qui  précède  en  disant  qu'une  force  F,  agissant 
sur  un  point  matériel,  lui  imprime  une  accélération  y,  liée 
à  F  par  la  relation  géométrique 

(F)  =  m(Y), 

vraie  en  grandeur,  direction  et  sens. 

Quand  par  la  suite  nous  parlerons  d'une  force  F  appliquée 
à  un  point,  il  faudra  toujours  entendre  par  là  un  certain  vec- 
teur défini  en  grandeur,  direction  et  sens. 

Remarque  importante.  —  Ces  faits  ne  sont  rigoureusement 
vrais  que  pour  les  mouvements  rapportés  au  système  d'axes 
fixes  indiqué.  Mais  ce  n'est  qu'en  Astronomie  ou  dans  le  cas 
de  quelques  expériences  tout  à  fait  exceptionnelles  (comme 
le  pendule  de  Foucault,  par  exemple)  que  Ton  a  besoin  de  se 
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servir  de  ce  système  d'axes.  Dans  l'immense  majorité  des  cas, 
il  est  permis  de  prendre  un  système  d'axes  lié  à  la  Terre  : 
il  n'en  résulte  aucune  inexactitude  appréciable,  comme  le 
montre  l'observation,  d'accord  avec  la  théorie  des  mouve- 
ments relatifs. 

58.  Pesanteur;  poids:  i"*  Point  matériel.  —  Un  point 
matériel  lancé  dans  le  vide  prend,  par  rapport  à  la  Terre,  une 
accélération^,  constante  en  un  même  lieu,  dirigée  suivant  la 
verticale  descendante  du  lieu.  On  dit  que  cette  accélération 
est  due  à  la  pesanteur;  elle  varie  avec  la  latitude  et  l'altitude  : 
à  Paris,  elle  est  représentée  par  le  nombre  981,  l'unité  do 
longueur  étant  le  centimètre,  et  l'unité  de  temps  étant  la 
seconde  de  temps  moyen.  On  en  conclut  qu'un  point  pesani 
est,  en  un  lieu  déterminé,  soumis  à  une  force  constante 
dirigée  suivant  la  verticale  descendante;  cette  force  s'appelle 
le  poids  absolu  du  point.  L'intensité  du  poids  absolu  d'un 
point  de  masse  m  est  liée  à  l'accélération  g  imprimée  par  ce 
poids  au  point  par  la  relation 

P  =  ff^g, 

le  coefficient  m  étant  une  constante  caractéristique  du  point 
matériel  considéré.  Ce  poids  absolu  varie  comme  g  avec  la 
latitude  et  l'altitude. 

2°  Corps  quelconque.  —  On  regarde  un  corps  quelconque 
comme  formé  parla  réunion  d'un  très  grand  nombre  de  point;» 
matériels.  La  masse  totale  M  d'un  corps  est  la  somme  des 
masses  m<,  W2,  ...,  nin  des  points  matériels  qui  le  consti- 
tuent 

M  =  /nj  -h  mj-4-. .  .-h  nin' 

Les  corps  que  l'on  a  à  considérer,  en  Mécanique  appliquée 
ou  en  Physique,  ont  des  dimensions  assez  petites  pour  que 
la  valeur  de  l'accélération  o^,  due  à  la  pesanteur,  soit  la  mémo 
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en  grandeur,  direction  et  sens  dans  toute  leur  étendue.  I^es 
poids  absolus  des  divers  points  matériels  constituant  un  de 
ces  corps  sont  alors 

leur  somme 

s'appelle  Je />o/<y5  absolu  du  corps  au  lieu  considéré;  d'après 
les  valeurs  de  /?i,  /?2}  ...^  pn  en  fonction  des  masses,  on  a 
immédiatement 

P  =^  ( mi -h  mj -h . . . -h /M« )^  =  M  ^. 

Le  poids  absolu  d'un  corps  en  un  lieu  est  donc  le  produit 
de  la  masse  totale  du  corps  par  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur en  ce  lieu. 

Quand  un  point  matériel  est  retenu  par  un  obstacle,  il  peut 
rester  immobile;  par  exemple,  un  point  pesant  place  sur  une 
table  ou  sur  la  main  de  l'observateur  reste  iminobile;  cela 
lient  à  ce  que  l'obstacle  exerce  aussi  sur  le  point  une  réaction 
ou  force,  et  cette  force  empêche  le  poids  absolu  de  mettre  le 
point  en  mouvement. 

Le  point  matériel  exerce  alors  sur  l'obstacle  une  action, 
ou  force  pressante,  ou  pression  totale,  égale  à  son  poids 
absolu.  C'est  ainsi  qu'on  peut,  très  grossièrement,  comparer 
entre  eux  les  poids  absolus  des  corps  par  la  sensation  de 
l'effort  musculaire  nécessaire  pour  les  empêcher  de  tomber. 

59.  Les  trois  unités  fondamentales.  —  En  Géométrie 
on  n'a  à  considérer  qu'une  unité  fondamentale,  l'unité  de 
longueur,  d'où  l'on  déduit  ensuite  les  unités  dérivées  de  sur- 
face et  de  volume. 

En  Cinématique  on  se  sert  de  deux  unités  fondamentales  : 
l'unité  de  longueur  et  celle  de  temps,  et  l'on  en  déduit  les 
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unités  employées  aux  mesures  des  autres  quantités,  vitesse, 
accélération. 

Enfin,  en  Mécanique,  il  faut  employer  trois  unités  fonda- 
mentales, les  unités  de  longueur,  de  temps  et  une  troisième 
unité  qui  est,  suivant  les  deux  systèmes  en  usage,  une  unité 
de  masse  ou  une  unité  de  force. 

60.  Système  C.  G.  S..  —  Dans  ce  système,  oii  mesure 
d'abord  les  masses.  Cette  mesure  repose  sur  ce  fait  que  les 
masses  des  corps  sont  proportionnelles  à  leurs  poids  absolus 
en  un  même  lieu.  En  effet,  soient  m,  m',  m*^,  ...  les 
masses  de  certains  corps  ;  />,  />',  />",  .  .  .  leurs  poids  ab- 
solus en  un  lieu  où  l'accélération  due  à  la  pesanteur  est  g  : 
on  a 

les  quantités/?, />',/?",  ...  sont  donc  proportionnelles  à  m^ 

m',  m"^ 

Si 

p=p',        m  =  m-, 
et  si 


on  a 


P=P'-^P'\ 


m  =  m'-^  m". 


Dès  lors  on  peut,  à  l'aide  d'une  balance,  comparer  entre 
elles  les  masses  des  corps. 

Lorsqu'on  pèse  un  corps  dans  le  vide  par  la  méthode  de  la 
double  pesée,  on  le  place  dans  un  plateau  d'une  balance,  on 
lui  fait  équilibre  avec  une  tare  ;  puis  on  enlève  le  corps  et  on 
le  remplace  par  des  poids  marqués  de  façon  à  rétablir  l'équi- 
libre. Dans  ces  conditions,  le  corps  a  même  niasse  que  les 
poids  marqués.  En  effet,  il  est  évident  que  le  corps  et  les 
poids  marqués  faisant  successivement  équilibre  à  la  même 
tare  exerceront  la  même  action  sur  le  plateau  ;  le  corps  et  les 
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poids  marqués  ont  donc  même  poids  absolu  et  par  suite  même 
masse. 

Prenons  alors  comme  unité  de  masse  la  masse  d'un  centi- 
mètre cube  d'eau  au  maximum  de  densité  ;  cette  unité  s'ap- 
pelle le  gramme-masse.  Tous  les  corps  qui,  dans  la  méthode 
de  la  double  pesée,  font  équilibre  à  la  même  tare  qu'un  poids 
marqué  1  gramme,  ont  même  masse  que  ce  poids  marqué, 
c'est-à-dire  même  masse  qu'un  centimètre  cube  d'eau  ;  ils 
ont  donc  une  masse  i.  Tous  les  corps  faisant  équilibre  à 
la  même  tare  qu'un  poids  marqué  2  grammes  ont  pour 
masse  2,  etc.  Tous  les  corps  faisant  équilibre  à  la  même  tare 
qu'un  poids  marqué  n  grammes  (/z  entier  ou  fractionnaire) 
ont  une  masse  mesurée  par  le  nombre  /z. 

Conformément  aux  principes  adoptés  par  la  Commission 
Britannique  en  1 87 1  et  par  le  Congrès  des  Électriciens  en  1 88 1 , 
on  a  pris  comme  unités  fondamentales  :  pour  la  longueur,  le 
centimètre  C;  pour  la  masse,  la  masse  du  gramme  G;  pour 
le  temps,  la  seconde  du  temps  moyen  S. 

Ce  système  d'unités  est  le  système  C.  G.  S.  (centimètre, 
gramme-masse,  seconde). 

Unité  de  force  dans  le  système  G.  G.  S.  Dyne.  —  Une  fois 
qu'on  sait  mesurer  les  longueurs,  les  masses  et  les  temps,  on 
sait  mesurer  les  forces  d'après  la  relation  fondamentale 

F  =  my 

qui  lie  l'intensité  de  la  force  à  l'accélération  qu'elle  imprime 
à  un  point  de  masse  m.  L'unité  de  force  sera  la  force  exprimée 
par  le  nombre  i  ;  pour  avoir  F  =  i  il  suffit  de  faire  w  =  i , 

Daus  le  système  G.  G.  S.  l'unité  de  force  est  la  force  qui, 
agissant  sur  l'unité  de  masse,  un  gramme-masse,  lui  imprime 
l'accélération  i,  les  imités  de  longueur  et  de  temps  étant  le 
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centimètre  et  la  seconde.  Celte  unité  de  force  s'appelle  la 
dyne. 

Cette  unité  est  très  petite  par  rapport  aux  forces  que 
rhomme  peut  développer  avec  son  système  musculaire.  Ainsi, 
à  Paris,  le  poids  absolu  de  i  gramme-masse  (centimètre  cube 
d'eau)  est  981  dynes,  car  ce  poids /?  imprime  à  la  masse  i  une 
accélération  de  98 1  unités  ;  on  a  dès  lors 

jD  r=  i  X981  =  981  dynes. 

La  dyne  est  donc  un  poids  de  l'ordre  de  grandeur  du  milli- 
gramme-poids . 

L'effort  musculaire  qu'on  fait  en  soutenant  un  poids  de  \^^ 
à  Paris  est  de  98 1  000  dynes,  ou  sensiblement  une  mégadyne. 

Poids  commerciaux.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 
les  quantités  appelées  poids  dans  le  commerce  ne  sont  pas 
des  poids,  mais  des  masses;  le  poids  commercial  d'un  corps 
en  grammes  n'est  autre  chose  que  sa  masse  dans  le  sys- 
tème C.  G.  S. 

61.  Deuxième  système.  —  On  emploie  fréquemment, 
dans  les  applications,  un  deuxième  système  d'unités  dans 
lequel  on  considère,  comme  unités  fondamentales,  les  unités 
de  longueur,  de  force  et  de  temps,  l'unité  de  masse  deve- 
nant alors  une  unité  dérivée. 

Le  système  le  plus  souvent  employé  est  le  suivant  : 

Unité  de  longueur mètre  ; 

Unité  de  force kilogramme-force  ; 

Unité  de  temps seconde, 

le  kilogramme-force  ou  kilogramme-poids  étant  le  poids 
absolu  d'un  litre  d'eau  à  Paris.  Il  est  indispensable  d'ajouter, 
dans  la  définition  de  cette  unité  de  force,  que  le  poids  absolu 
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est  pris  en  un  lieu  déterminé,  Paris  par  exemple,  car  le  poids 
absolu  d^un  corps  change  avec  la  latitude  et  l'altitude. 

Unit^  de  masse  dans  ce  système.  —  Dans  ce  système,  la 
masse  d^un  corps  est  définie  par  la  formule 

g 

p  étant  le  poids  absolu  évalué  en  kilogrammes-forces  et  g 
l'accélération  due  à  la  pesanteur.  Si  Ton  fait/?  =  ^,  on  a  m  =  1  « 
L'unité  de  masse  est  donc  la  masse  d'un  corps  dont  le  poids 
absolu  est  g  kilogrammes-forces. 

A  Paris,  g  étant,  avec  ce  choix  d'unités  fondamentales, 
égal  à  9,81,  l'unité  de  masse  sera  la  masse  de  9*'S8i  d'eau 
distillée  à  4". 

L'inconvénient  de  ce  système  est  que  l'unité  de  force,  le 
kilogramme-force,  est  une  quantité  dont  la  définition  exige 
l'indication  d'un  lieu  déterminé  à  la  surface  de  la  terre  ;  de 
plus,  la  masse  d'un  corps,  qui  est  une  qualité  physique  inhé- 
rente à  ce  corps,  est  exprimée  par  des  nombres  différents, 
suivant  que  le  kilogramme-force  est  défini  en  un  lieu  ou 
l'autre  de  la  terre.  C'est  ce  qu'on  évite  dans  le  système  C.G.S., 
pour  lequel  la  définition  des  unités  n'exige  l'indication  d'au-* 
cun  lieu  déterminé. 

Gramme-force.  —  Le  gramme-force  est  le  poids  absolu 
d'un  centimètre  cube  d'eau  à  Paris;  c'est  la  millième  partie 
du  kilogramme-force  que  nous  venons  de  définir. 

62.  Mesure  statique  des  forces.  —  Le  système  de  mesures 
qui  consiste  à  prendre  un  poids  absolu  pour  l'une  des  unités 
fondamentales  a  été  le  premier  employé.  Cela  tient  à  ce  que 
l'homme  s'est  d'abord  fait  une  idée  de  la  force  par  l'effort 
qu'il  est  obligé  de  faire  pour  supporter  un  fardeau  ;  d'où  la 


Fig.  83. 
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comparaison  des  forces  aux  poids.  Cette  comparaison  peut  se 
faire  d'une  manière  plus  précise  à  Taide  du  dynamomètre 

{fig'  83).  Prenons  un  res- 
sort de  forme  quelconque, 
dont  la  flexion  peut  être 
mesurée  par  une  gradua- 
tion; suspendons  à  ce  res- 
sort, à  Paris,  des  poids  de 
i''^,  de  2''8j  etc.;  nous  pour- 
rons noter  les  flexions  cor- 
-,     respondantes. 

Alors,  pour  trouver  l'in- 
tensité  d'une   force    quel- 
conque    agissant    sur     un 
point  matériel,  nous  pour- 
rons fixer  le  point  à  l'extrémité  du  ressort,  convenablement 
orienté,  et  noter  la  flexion  correspondante;  nous  aurons  la 
mesure  de  la  force  en  kilogrammes-forces. 


63.  Homogénéité  dans  le  système  d'unités  :  longueur, 
masse,  temps.  Dimensions  des  unités  dérivées.  —  Si, 
pour  les  applications,  il  est  indispensable  de  faire  choix  d'un 
système  d'unités  déterminées,  il  n'en  est  pas  de  même  pour 
la  théorie.  Dans  les  recherches  théoriques,  il  est  préférable 
de  laisser  les  unités  fondamentales  indéterminées,  de  façon 
que  les  formules  obtenues  puissent  être  appliquées  à  tout 
système  d'unités.  Les  formules  devant  alors  subsister,  quel 
que  soit  le  choix  des  trois  unités  fondamentales,  devront  pré- 
senter une  triple  homogénéité  par  rapport  aux  longueurs, 
aux  masses  et  aux  temps. 

Si  Ton  change  la  grandeur  d'une  unité  fondamentale., 
l'expression  numérique  d'une  quantité,  préalablement  expri- 
mée en  fonction  de  la  première  unité,  change  :  soient,  en  eflel, 
n  l'expression  numérique  d'une  quantité  et  N  la  grandeur  de 
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Tunité  avec  laquelle  elle  est  mesurée;  si  Tunité  devient  N', 
Texpression  de  la  quantité  sera  n!  \  exprimons  que  l'unité  N 
est  comprise  n  fois  dans  la  quantité  à  mesurer  et  que  Tunité  N^ 
y  est  comprise  n'  fois,  nous  aurons  la  relation 

donc 

_n  _  N  ' 

n'  "  N* 

Le  rapport  des  valeurs  numériques  d^une  même  quan- 
tité est  égal  au  rapport  inverse  des  grandeurs  des  unités 
çmi  ont  été  successivement  employées  à  la  mesurer. 

Si  Vunité  est  dérivée,  et  si  elle  varie  par  suite  du  change- 
ment de  l'unité  fondamentale,  il  faut,  pour  traiter  ce  même 
problème,  st^yoir  comment  l'unité  dérivée  dépend  des  unités 
fondamentales  ^  on  est  conduit  ainsi  à  définir  les  dimensions 
des  unités  dérivée^ 

On  appelle  formule  de  dimensions  d^une  unité  dérivée 
la  relation  qui  lie  cette  unité  aux  unités  fondamentales. 

Ainsi,  par  exemple,  Tuiiité  de  surface  est  la  surface  du 
carré  construit  sur  l'unité  de  longueur,  c'est-à-dire  que  l'unité 
dérivée  de  surface  varie  comme  le  carré  de  l'unité  fondamen- 
tale de  longueur  ;  ses  dimensions  sont  représentées  par  le 

symbole 

S  =  L«, 

et  l'on  dit  que  l'unité  de  surface  est  de  dimension  deux  en 
longueur,  zéro  en  masse  et  zéro  en  temps. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  appelle  5  une  surface  mesurée  à 
l'aide  d'une  unité  fondamentale  de  longueur,  si  Ton  prend 
une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  la  mesure  de  cette 
quantité  sera  ^X^,  c'est-à-dire  X^  fois  plus  grande. 

D'une  façon  générale,  dans  le  système  C.  G.  S.  une  unité 
dérivée  N  sera  reliée  aux  trois  unités  fondamentales  repré- 
sentées par  les  symboles  L,  M,  T,  par  une  expression  de  la 


L 
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forme 

N=  L«MPTY. 

Cette  formule  exprime  ce  qu'on  appelle  les  dimensions  de 
Funité  dérivée,  qui  est  de  dimension  a  en  longueur,  p  en  mas<e. 
y  en  temps. 

Ces  nombres  a,  ,8  et  y  peuvent  être  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs. 

Si  une  quantité  de  dimensions  a,  ^,  y  est  mesurée  par  Ir 
nombre  Q  avec  un  certain  choix  des  unités  fondamentales, 
elle  sera  mesurée  par  le  nombre 

si  Ton  prend  une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  uiir 
unité  de  masse  \k  fois  plus  petite  et  une  unité  de  temps  t  fois 
plus  petite. 

Appliquons  ces  principes  aux  grandeurs  que  nous  avoii!» 
définies  en  Cinématique  et  en  Mécanique. 

64.  Dimensions  de  la  vitesse,  de  Faccélératton  et  de 
la  force  ;  unités. 

vitesse.  —  La  vitesse  est  le  quotient  d'un  espace  parcouru 
par  un  temps  ;  on  a  donc 

(0  V=:   t  =  LT-t, 

elle  est  de  dimension  un  eu  longueur  et  moins  un  en  temps. 

L'unité  de  vitesse  est  celle  d'un  mobile  qui  parcourt  l'unil»- 
de  longueur  pendant  l'unité  de  temps  ;  les  vitesses  sont  le  plus 
souvent  exprimées  en  centimètres  ou  mètres  à  la  seconde  ou 
en  kilomètres  à  l'heure. 

Suivant  le  système  d'unités  adopté,  l'expression  numérique 
de  la  vitesse  change  comme  le  montre  l'équation  (1).  Le  rap- 
port des  valeurs  numériques  d'une  même  vitesse  est  égal  an 
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rapport  inverse  des  grandeurs  des  unités  de  longueur  et  au 
rapport  direct  des  grandeurs  des  unités  de  temps  employées. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  vitesse  d'un  train  soit  expri- 
mée en  kilomètres  à  l'heure  par  le  nombre  72  et  proposons- 
nous  de  calculer  l'expression  numérique  v  de  cette  même 
vitesse  en  centimètres  à  la  seconde.  Nous  écrirons,  d'après 
la  règle  précédente, 

i>  =  72  X  10*  X  tt; —  =  2000. 

Accélération.  —  \J accélération  est  le  rapport  de  l'accrois- 
sement de  la  vitesse  à  la  variation  du  temps,  c'est-à-dire  le 
quotient  d'uae  vitesse  par  un  temps;  par  suite, 

elle  est  de  dimension  un  en  longueur  et  de  dimension  moins 
deux  en  temps. 

L'unité  d'accélération  est  celle  d'une  vitesse  qui  s'accroît 
de  l'unité  de  vitesse  pendant  l'unité  de  temps  ;  dans  un  sys- 
tème où  l'on  prend  le  centimètre  et  la  seconde  comme  unités 
de  longueur  et  de  temps,  l'unité  d'accélération  serait  celle 
d'un  mobile  dont  la  vitesse  augmenterait  en  une  seconde 
d*un  centimètre  par  seconde;  cette  unité  d'accélération  n'a 
pas  reçu  de  nom  particulier. 

L'accélération  de  la  pesanteur  à  Paris  est,  avec  ces  unités, 
représentée  par  le  nombre  980»  96  ;  dans  les  calculs  on  admet 
qu'elle  est  de  981  unités  d'accélération. 

Cette  expression  numérique  change  avec  les  unités  d'après 
la  formule  (2);  le  rapport  des  valeurs  numériques  d'une  accé- 
lération est  égal  au  rapport  inverse  des  grandeurs  des  unités 
de  longueur  et  au  rapport  direct  des  carrés  des  grandeurs  des 
unités  de  temps  employées. 

Dans  l'hypothèse    d'une   décimalisation   du   temps   dans 
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laquelle  le  jour  serait  divisé  en  10  intervalles  égaux  rempla- 
çant les  heures,  chacun  d'eux  étant  divisé  en  100  parties  égales 
remplaçant  les  minutes,  et  enfîn  chacune  de  ces  parties  étant 
divisée  en  1 00  parties  remplaçant  les  secondes,  Texpression 
numériique  y  de  l'accélération  à  Paris,  en  conservant  le  centi- 
mètre comme  unité  de  longueur,  se  calculerait  de  la  façon  sui- 
vante: la  seconde  est  la  (-7 :r^ — )  =(  — - — )  partie  du  j 

V24x36oo/        \864oo/   ^  '• 

la  nouvelle  unité  en  serait  la  ( r  )  =  ( )  partie  ;  le 

\  10x10*/        \iooooo/   '^ 

rapport  de  la  nouvelle  unité  de  temps  6  à  l'ancienne  i  ***  est 

donc 

I 

6  100.000  86400  .^, 

-Iï;  = = —  =  0,864, 

i"**  I  100.000 


lour: 


86400 


et,  par  suite,  on  a 


et 


Y  =  732,28. 


Les  équations  de  là  Géométrie  jouissent  de  la  propriété 
d'être  homogènes  relativement  à  la  longueur;  celles  de  la  Ciné- 
matique ont  la  même  propriété  d'homogénéité,  par  rapport  à 
la  longueur  et  au  temps  dont  les  unités  sont  laissées  arbi- 
traires ;  tous  les  termes  d'une  équation  de  Cinématique  doivent 
donc  être  de  mêmes  dimensions  par  rapport  à  L  et  à  T. 

Ainsi  dans  l'équation 

(1)  X  =  a-^bt-h  et*, 

dans  laquelle  x  représente  un  espace  et  e  un  temps,  a  repré- 
sente nécessairement  un  espace  a:©,  b  est  une  vitesse  ç^o  ==  LT"  ' 

et  c  uHe  accélération- Y  =  LT~^;  on  a  en  effet,  si  ces  conditions 


1 
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sont  remplies,  en  mettant  en  évidence  la  signification  des 
coefficients, 

(2)  X  =  a^oH-i^o'H-- Y**» 

ëquation  qui  est  bien  homogène,  car  chaque  terme  ^,  x^^  i'^t, 
-y/*,  a  finalement  pour  dimensions  L. 

La  forme  (2)  a  donc  sur  la  forme  (1)  l'avantage  de  rappeler 
la  signification  phjsique  de  chacune  des  constantes  et  en 
même  temps  de  faciliter  la  vérification  des  conditions  d'ho- 
mogénéité. 

La  vitesse  et  l'accélération  angulaires  n'ont  pas  les  mêmes 
dimensions  que  la  vitesse  et  l'accélération  ordinaires  ;  il 
résulte  de  leurs  définitions  (24)  que  leurs  symboles  sont 
L»T-«  etL»T-^ 

Force.  —  La  force  est  le  produit  d'une  masse  par  une 

accélération;  ses  dimensions  sont  représentées  par  l'équation 

symbolique 

F  =  LMT-î. 

Ces  dimensions  sont  donc  celles  de  l'unité  de  poids. 
Dans  le  système  C.G.S.,  l'équation  de  Newton 

donnant  l'attraction  d'une  masse  M  sur  une  masse  M'  à  la 
distance  R,  contient  un  facteur  K  dont  on  peut  calculer  les 
dimensions  en  remplaçant  F,  M,  M' et  R  par  leurs  dimensions 
respectives;  on  trouve  ainsi 

K  =  L»M~iT-«. 

Le  coefficient  K  n'est  donc  pas  un  simple  facteur  numé- 
rique, mais  bien  une  grandeur  physique. 
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60.  Homogénéité  dans  le  système  d'unités:  longueur, 
force,  temps.  —  Dans  ce  système  les  dimensions  de  la  vitesse 
et  de  raccélération  sont  les  mé^nes  que  précédemment. 

La  force  représentée  par  le  symbole  F  sera  de  dimension 
un  en  force,  zéro  en  longueur  et  zéro  en  temps. 

La  masse,  d'après  la  relation  fondamentale 

F==  my, 

est  donnée  par  le  quotient 

F 

/?i  =  — 

Y 

et,  en  remplaçant  y  par  le  symbole  LT~^  de  ses  dimensions, 

on  écrit 

m  =  L-»  FT«. 

66.  Champ  de  force.  Lignes  de  force.  —  La  pesanteur, 
qui  sollicite  tous  les  corps  à  tomber  vers  le  centre  de  la  Terre, 
et  qui  les  fait  tomber  à  sa  surface  lorsque  aucun  obstacle  ne 
s'oppose  à  leur  chute,  est  l'exemple  le  plus  classique  d'une 
force. 

Un  espace  semblable  a  celui  qui  environne  la  Terre,  el 
dans  lequel  toute  masse  pesante  est  soumise  à  l'action  d'une 
force,  s'appelle  un  champ  de  force. 

Pareillement,  l'espace  qui  entoure  un  aimant,  et  dans  lequel 
un  morceau  de  fer  est  sollicité  par  une  force  attractive,  s'ap- 
pelle un  champ  de  force  magnétique  ;  de  même  enfin,  une 
sphère  électrisée  produira,  autour  d'elle,  un  champ  de  force 
électrique  tel  que  toute  masse  électrique  abandonnée  à  elle- 
même  se  déplacera  sous  l'effet  d'une  force  attractive  ou  ré- 
pulsive. 

En  donnant  cette  définition,  on  ne  se  préoccupe  pas  de  la 
cause  qui  peut  donner  naissance  à  un  champ,  et  l'on  suppose, 
en  outre,  que  l'introduction  de  la  masse  pesante,  du  morceau 
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de  fer,  de  la  masse  électrique  qui  sert  à  étudier  théoriquement 
le  champ,  n'y  apporte  aucune  perturbation. 

La  force  qui,  en  un  point  du  champ,  sollicite  l'unité  de 
masse  mesure  Vintensité  du  champ  ;  la  direction  de  cette 
force  est  la  direction  du  champ. 

\J unité  de  champ,  dans  le  système  C.  G.  S.,  sera  donc 
un  champ  tel  que,  agissant  sur  l'unité  de  masse,  la  force 
exercée  soit  égale  à  une  dyne,  et  cette  définition  peut  s'appli- 
quer au  champ  de  la  pesanteur,  au  champ  magnétique  ou  au 
champ  électrique. 

Les  lignes  de  force  sont  des  courbes  qui,  en  tous  leurs 
points,  sont  tangentes  {Jig^  84)  à  la  direction  du  champ. 

Quand  il  existe  des  surfaces  qui  sont,  en  chacun  de  leurs 
points,  normales  à  la  ligne  de  force 
qui  passe  par  ce  point,  ou  les  appelle 
surfaces  de  niveau. 

On  appelle  champ  uniforme  un 
champ  dans  lequel  l'intensité  et  la 
direction  sont  constantes;  dans  un 
tel  champ  les  lignes  de  force  sont 

des  droites  parallèles  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans 
parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  aux  lignes  de  force. 

67.  Champ  de  la  pesanteur.  —  D'après  la  définition  du 
champ  on  voit  que,  dans  le  cas  de  la  pesanteur,  V intensité  du 
champ  et  Vaccélération  du  mouvement  que  prendrait  une 
masse  pesante  abandonnée  dans  le  champ  sont  des  grandeurs 
de  même  nature. 

En  effet,  supposons  dans  un  champ  uniforme  d'intensité  h 
une  masse  m  ;  la  force  qui  la  sollicite  est 

/  =  mA  ; 
mais  d'autre  part,  si  l'on  appelle  y  l'accélération  du  mouve- 
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ment,  uniformément  accéléré,  qu'elle  prend  dans  le  champ, 
on  a  aussi 

Y  et  A  ont  donc  la  même  valeur  numérique  ;  les  unités  qui 
leur  servent  de  mesure  ont  mêmes  dimensions  ;  en  effet,  dans 
le  système  C.G.S.»,  par  exemple,  on  a  par  définition  de  l'ac- 
célération 

Y  =  *^  =  LT-« 
*       t 

et  par  définition  de  Pintensité  du  champ 

m  M 

L'intensité  du  champ  de  la  pesanteur,  à  Paris,  est  donc  de 
981  dynes  par  gramme-masse  et  l'on  peut  la  représenter 
par  la  même  lettre  g  que  l'accélération. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  pesanteur,  les  lignes  de  force 
sont  données  en  chaque  point  par  la  direction  Anjîl  à  plomb 
en  ce  point.  La  ligne  de  force,  qui  passe  par  chaque  lieu  de  la 
Terre,  se  confond  donc,  par  définition,  avec  la  verticale  du 
lieu. 

On  démontre,  dans  la  théorie  de  l'attraction,  que  le  champ 
de  la  pesanteur  à  l'extérieur  de  la  Terre  est  sensiblement  le 
même  que  si  toute  la  masse  de  la  Terre  était  concentrée  en 
son  centre;  dans  ces  conditions  les  surfaces  de  niveau  sont, 
théoriquement,  des  sphères  concentriques. 

Si  l'on  considère  deux  points  de  la  Terre  très  voisins,  les 
lignes  de  force  y  sont  sensiblement  parallèles,  et  les  portions 
de  surfaces  de  niveau  dans  le  voisinage  de  ces  points  sont  des 
plans  parallèles  à  la  sur/ace  des  eaux  tranquilles  et  per- 
pendiculaires, par  conséquent,  à  la  verticale  du  lieu. 

Dans  un  faible  espace,  tel  que  le  volume  d'une  salle  de  peu 
de  hauteur,  le  champ  est  sensiblement  uniforme;  la  pesan- 
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leur  peut  donc,  darts  ces  conditions,  servir  d'exemple  Ae  force 
constante. 

On  peut  se  rendre  compte  exactement  de  Tapproximation 
que  l'on  fait  en  supposant  le  champ  terrestre  uniforme  dans 
une  certaine  étendue. 

i^  Nous  admettons,  par  exemple,  que  la  direction  du  champ 
est  constante  à  Paris. 

Soient  deux  points  A  et  B  à  distance  d  {fig*  85);  l'angle  a 
des  normales  est  donné  en  secondes  par  l'équation 

d      ^  X 

2TcR  ""  36ox  60  X  60' 

R  étant  le  rayon  de  la  Terre. 
Supposons 

R  =  6000000",        ^=1000"*        et        ait  =  6(appr.); 

on  a 

36o</x6o«       3,6x6o«xio»       ... 

a  =    =r =    -^ ;; =   36   . 

2TcR  6  X  6  X  io« 

Ces  normales  font  donc,  en  réalité,  un  angle  de  Sô''. 

a''  Nous  admettons  aussi  que,  dans  une  même  salle,  l'inten* 
site  du  champ  est  constante  ;  or  elle  varie  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  au  centre;  soit ^  sa  valeur  à  distance  R 
du  centre,  g^z=z  g — dg  cette  intensité  à  distance  R-f-/i. 
On  a,  d'après  la  loi  de  Newton, 

g-dg  ^        R« 

g  (R-+-A)«' 

d'où,  en  négligeant  A*  et  divisant  par  R, 

dg  îiRA-i-A*  ih 


g        R»-f2R/iH-A«       R-+-aA 

et  enfin  en  négligeant,  au  dénominateur,  a  h  vis-à-vis  de  B, 

dg  __  ^h 
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Supposons  un  corps  transporté  du  pied  atu  sommet  de  la 
Tour  Eiffel  ;  on  a 


R  =  6™  X  io«, 
a  =  3"  X  10*, 


donc 


dg 

g 


'A  X  3  X  lO» 

6.  lo* 


=  io-*. 


Fig.  85. 


Si  donc  nous  transportons  un  poids  de  i^*  du  pied  au 
sommet  de  la  tour,  son  poids  absolu  aura  diminué  de  o^,i: 

d'après  cela,  sa  perte  est  de  0^,001   par  3". 
Ce  fait  est  facilement  susceptible  de  véri- 
fication expérimentale;  c'est  l'expérience  de 
M.  von  JoHy. 

Une  balance  sensible  au  -^  de  milligramme 
est  placée  au  premier  étage  d'une  maison, 
un  fil  est  suspendu  sous  le  plateau  de  droite, 
traverse  librement  le  plancher  et  aboutit  près 
du  sol  du  rez-de-chaussée.  On  place  sur 
le  plateau  de  droite  un  poids  de  \^^  qu'on 
équilibre  avec  de  la  tare,  le  fil  pendant 
librement.  Cela  fait,  on  enlève  le  poids  du  plateau  de  la  ba- 
lance et  on  le  porte  au  rez-de-chaussée,  où  on  l'accroche  à 
l'extrémité  inférieure  du  fil  ;  on  constate  que,  la  différence 
de  hauteur  des  deux  positions  du  poids  étant  de  3"",  la  ba- 
lance accuse  une  augmentation  de  i"'^  dans  le  poids  apparent 
du  corps  pesé. 

Cette  expérience  avait  été  imaginée  au  xvii*  siècle  par  le 
P.  Ximénès,  qui  ne  l'avait  pas  réalisée. 

La  pesanteur  est  donc,  en  réalité,  un  exemple  de  force 
variable  :  nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  tenir 
compte  de  ses  changements  de  direction  et  d'intensité,  quand 
nous  étudierons  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre 
fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
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Fig.  8G. 


68.  Figuration  des  champs.  —  L'intensité  en  un  point 
d'un  champ  est  figurée  par  un  vecteur;  on  donne  une  repré- 
sentation complète  du  champ  par  ses  lignes  de  force  et  par 
ses  surfaces  de  niveau. 

Supposons,  par  exemple,  une  masse  attractive  en  P  ;  les 
lignes  de  force  du  champ  qu'elle  crée  autour  d'elle  sont  des 
droites  qui  concourent  en  P  (//^.  86);  des  flèches  en  indi- 
quent le  sens  ;  les  surfaces  de 
niveau  sont  des  sphères  concen- 
triques. 

Si  la  masse  est  répulsive,  les 
lignes  de  force  sont  des  droites  qui 
émanent  de  P. 

11  est  facile  de  tracer  les  lignes 
de  force  du  champ  produit  par 
deux  masses  dont  l'une  serait 
attractive,  l'autre  répulsive,  cha- 
cune d'elles  agissant  suivant  la  loi 

de  la  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Si  —  q  est  un 
centre  attractif,  -f-  y  un  centre  répulsif,  les  lignes  de  force 
tracées  sur  la  figure  87 
en  pointillé  entrent  par 
—  9,  pour  sortir  par 
-h  gr;  la  forme  de  ces 
courbes  peut  être  déter- 
minée en  chaque  point  . 
par  la  direction  de  l'in- 
tensité du  champ,  et 
celle-ci  s'obtient  facile- 
ment, puisque  ces  gran- 
deurs sont  des  vecteurs 
de  même  nature  que  les 
accélérations  et  qui,  par 
suite,  se  composent  comme  elles.  Les  surfaces  de  niveau 
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sont  figurées  en  traits   pleins  ;  l^iur  {orme  résulte   de  leur 


définition,  elles  coupent  les  lignes  de  Amn*  à  angle  droit. 

La  figure  88  montre  le  champ  résultant  <ie  W  présence  de 
deux  masses  répulsives  égales,  agissant  en  raison  mi^rse  du 
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carré  de  la  distance,  où  les  lignes  de  force  sont  en  pointillé 
et  les  surfaces  de  niveau  en  traits  pleins.  Nous  reviendrons 
sur  ce  point  à  propos  du  travail. 

69.  Équations  du  mouvement  d'un  point  sous  l'action 
d'une  force,  —  Soit  un  point  matériel  de  masse  m  en  mou- 
vement sous  l'action  d'une  force.  A  l'instant  /  le  point  pos- 
sède une  accélération  y  ayant  pour  projections 


(Y) 


d*  X       d^y       d^  z 
'dïï*      dt^'     'dî^ 


et  il  est  sollicité  par  la  force  F  ayant  pour  projection 
(F)  X,     Y,    Z. 

Dans  l'espace  le  vecteur  F  est  égal  au  vecteur  y  multiplié 
par  m  ;  la  projection  de  F  sur  un  axe  est  donc  égale  à  celle 


MÉCANIQUE.  ^07 

de  Y  multipliée  par  m.  Appliquant  ce  théorème  aux  trois 
axes,  on  a  les  trois  équations 

(!)  ^--""dt^^        ^  =  '^-3ï^'        ^  =  '"^' 

qu'on  appelle  les  équations  du  mouvement.  Ce  sont  ces 
équations  que  Ton  emplçie  ordinairement  pour  résoudre  les 
deux  problèmes  suivants. 

1*^  Étant  données  la  masse  d'un  point  et  les  projections 
de  son  mouYement,  trouver  la  force  qui  le  sollicite  à  chaque 
instant.  —  On  suppose  connues  les  coordonnées  x^  y,  z  du 
mobile  en  fonction  du  temps 

(•i)  x^f{t),      y  =  ^{t),       -8  =  4^(0; 

on  peut  alors  calculer  les  dérivées  secondes 

et  les  équations  du  mouvement  deviendront 

(3)  \r=^mf'(t),        \  =  m^\t),        Z  =  mY{t). 

On  connaîtra  donc  à  chaque  instant  la  force  appliquée  au 
point.  En  se  servant  des  formules  (2)  qui  lient  x^y^  sa  /, 
on  pourra  chercher  à  exprimer  X,  Y,  Z  en  fonction  des 
coordonnées,  c'est-à-dire  chercher  à  déterminer  la  force  en 
fonction  de  la  position. 

Exemple.  —  Prenons,  par  exemple,  le  mouvement  vibra- 
toire défini  par  les  trois  équations 

X  =^  a  cos(a)/  -1-  a), 
y  =^  b  cus((i>/  -H  p), 
^  =  c  cos((o/-H  y)» 
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w,  a,  é,  c,  a,  P,  y  étant  des  constantes.  On  a  de  suite  pour 
les  projections  de  la  force 

X  =  — .ma>*o  cos(co^ -H  a), 
V  =  —  mw'6  cos(ci)^  •+"?)» 
Z  a= — m(j)*c  cos(u)f -+- y)» 

on  a  ainsi  la  force  à  chaque  instant;  mais  on  peut  écrire  aussi 

et  l'on  a  la  force  pour  chaque  position  du  point  matériel. 
Ces  dernières  formules  montrent  que  la  force  est  dirigée  de  M 
vers  O  et  égale  au  produit  de  la  distance  OM  par  la  con- 
stante niiù^]  on  peut  donc  dire  que  le  point  considéré  est 
attiré  par  l'origine  proportionnellement  à  la  dislance. 

2^  Problème  inTerse  :  Connaissant  la  loi  de  la  force  qui 
agit  sur  un  point  matériel  et  les  conditions  initiales  dans 
lesquelles  le  point  est  placé,  trouver  son  mouvement.  —  Les 

conditions  initiales  sont  :  i**  la  position  que  possède  le  point 
à  l'instant  où  le  mouvement  commence;  2®  la  vitesse  du 
point  à  cet  instant.  Les  conditions  initiales  sont  à  la  volonté 
de  l'expérimentateur;  elles  sont  donc  arbitraires.  Supposons^ 
par  exemple,  qu'on  veuille  étudier  le  mouvement  d'une 
pierre  sous  l'action  delà  pesanteur;  chacun  sait  que  ce  mou- 
vement varie  suivant  la  façon  dont  la  pierre  est  lancée  au 
départ.  L'expérimentateur  qui  tient  la  pierre  à  la  main  pour 
la  lancer  peut,  à  l'instant  où  il  la  lance,  lui  donner  la  position 
qu'il  veut  et  lui  imprimer  la  vitesse  qu'il  veut  :  en  d'autres 
termes,  il  peut  la  placer  dans  des  conditions  initiales  arbi- 
traires. Une  fois  ces  conditions  choisies,  c'est-à-dire  une 
fois  la  pierre  lancée,  son  mouvement  est  entièrement  déter- 
miné par  l'action  de  la  pesanteur.  C'est  précisément  en  dis- 
posant de  ces  conditions  initiales  qu'on  arrive,  avec  un  pro- 
jectile, à  atteindre  un  but  déterminé. 
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Un  fait  analogue  a  lieu  pour  tous  les  problèmes  dans  les- 
quels on  cherche  le  mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une 
force  donnée.  On  peut  placer  le  point  dans  ces  conditions 
initiales  arbitraires;  mais,  "une  fois  ces  conditions  choisies, 
le  mouvement  est  entièrement  déterminé. 

Analytiquement,  on  résoudra  ce  problème  à  l'aide  des 
équations  du  mouvement  (i)  dans  lesquelles  la  loi  de  la  force 
X,  Y,  Z  est  donnée.  En  outre,  les  conditions  initiales  sont 
supposées  connues;  à  l'instant  initial  t  =  /«j  le  mobile  devra 
occuper  une  position  donnée  arbitrairement  ayant  pour  coor- 
données Xo,yoj  ^Oî  et  il  devra  avoir  une  vitesse  V9  donnée 
arbitrairement    ayant   pour  projections    des    quantités    a:J,, 

Il  faudra  alors,  pour  obtenir  le  mouvement  correspondant 
du  point,  trouver  des  expressions  dex^y^  zen  fonction  de  t, 
vérifiant  les  équations  du  mouvement  (i),  de  telle  façon  que 
pour  t  =  Iq  ces  expressions  prennent  des  valeurs  ^cj^o?  ^0 
données  à  l'avance  et  que  leurs  dérivées  par  rapport  à  t  (pro- 
jections de  la  vitesse)  prennent,  également  pour  t  =  ^o?  des 
valeurs  données  ^Q^J^i, 


'     ^' 


0' 


La  détermination  effective  de  ces  expressions  de  x,  y^  z 
en  fonction  du  temps  s'appelle  Yintégration  des  équations 
du  mouvement.  Nous  allons  l'effectuer  dans  quelques  cas 
particulièrement  importants. 

Il  peut  se  faire  que  le  mobile  reste  dans  un  plan,  celui  des 
xy^  par  exemple;  alors  les  équations  du  mouvement  se 
réduisent  à  deux, 

et  il  faut  trouver  pour  x  ety  des  fonctions  de  t  vérifiant  ces 
équations,  se  réduisant  à  des  valeurs  données  x^^  yoj  pour 

/  =  ^^,  et  telles  que  leurs  dérivées  -^  >  -—  prennent  des  valeurs 
données  x'^^  y'^  pour  t-=.  t^, 

A.  i4 
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Enfin,  dans  des  cas  encore  plus  particuliers,  le  point  peut 
rester  sur  une  droite  fixe  (mouvementrectiligne).  On  a  alors, 
en  prenant  cette  droite  pour  axe  O^,  une  seule  équation 

et  il  faut  trouver  pour  x  une  fonction  de  t  vérifiant  celle 
équation,  se  réduisant  à  Xç^  pour  ^  =  /q  et  telle  que  sa  dérivée 

-p  prenne  une  valeur  donnée  x'^  pour  t=  t^. 

70.  Mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  Taction 
d'une  force  constante.  —  Imaginons  un  point  matériel  de 
masse  m  soumis  à  une  force  constantey  c'est-à-dire  à  une 
force  dont  la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  sont  invariables. 
Appelons  m  Y  l'intensité  de  cette  force;  nous  pourrons  dire 
que  le  point  est  mobile  dans  un  champ  d'intensité  constante  v. 
La  pesanteur,  dans  une  petite  étendue,  ofire  l'exemple  le  plus 
simple  d'un  champ  de  cette  nature.  Le  problème  que  nous 
allons  traiter  est  donc  identique  à  l'étude  du  mouvement  d'un 
point  pesant  dans  le  vide  sous  l'action  de  son  seul  poids: 
dans  ce  dernier  problème,  la  direction  du  champ  est  la  ver- 
ticale descendante  et  y  est  égal  à  l'intensité  g  du  champ  de 
la  pesanteur  au  lieu  considéré. 

Le  mobile,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
prendra  un  mouvement  dans  lequel  l'accélération  sera,  en 
grandeur,  direction  el  sens,  égale  à  y. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  la  nature  des  conditions 
initiales  :  i°  le  point  est  lancé  suivant  la  direction  du  champ, 
dans  le  sens  du  champ  ou  en  sens  contraire;  le  point  décrit 
alors  une  portion  de  droite  parallèle  à  la  direction  du  champ; 
son  mouvement  est  rectUlgne  et  uniformément  accéléré  ou 
retardé;  2**  le  point  est  lancé  dans  une  direction  quelconque 
différente  de  celle  du  champ;  il  décrit  alors,  comme  nous  le 
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verrons,  une  portion  de  parabole  dont  l'axe  est  parallèle  à  la 
direction  du  champ. 


Premier  cas  :  MouYement  rectiligne.  —  Le  mobile  étant 
placé  dans  une  position  Pq,  on  lui  donne,  une  vitesse  ini- 
tiale dirigée  suivant  la  direction  constante  du  champ.  Il  est 
évident,  par  raison  de  symétrie,  que  le  mobile  décrit  une 
portion  de  la  paral- 
lèle Po^  à  la  direc-  P>K  ^9 
tion  Y  du  champ. 
Prenons ,  sur  cette 
parallèle  {fig*  89)  un 
point  fixe  O  comme 
origine   des    espaces 

et  comme  sens^  positif  0:r  le  sens  du  champ.  Dans  ces 
conditions,  la  valeur  aji(r|ébrique  X  de  la  force  appliquée  au 
point  est  X  =  wy,  puisqùVUe  est  dirigée  dans  le  sens  po- 
sitif. Dès  lors,  les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 
Téquation  unique 


m 


=  fn^, 


les  deux  autres  équations  du  mouvement  (i)  étant  identi- 
quement satisfaites,  car  j*',  z,  Y,  Z  sont  nuls. 

Comptons  les  temps  à  partir  de  Finstant  initial,  de  façon 
que  pour  ^  =  o  le  mobile  soit  au  point  Pq  d'abscisse  x^  ; 
appelons  Vq  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse  initiale  estimée 
positivement  dans  le  sens  Ox]  (^0  sera  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  le  mobile  sera  lancé  dans  le  sens  du  champ  ou  en 
sens  contraire. 

En  divisant  par  m,  on  écrit  l'équation  du  mouvement 


(I) 


d^x 


'A  12  COURS  DE  MECANIQUE. 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  -t-*  le  deuxième  de  v^» 

ces  deux  fonctions  ayant  même  dérivée  différent   par  une 
constante;  on  a  donc 

dx  , 

d(  '  ' 

la  constante  k  est  égale  à  ^^o  puisque  pour  f  =  o  on  a 


donc 


dx 


(2)  —  =  ç»o+ï«  =  ^; 

le  premier  membre  est  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  /  et  le 

seeond  membre  est  la  dérivée  de  VqI  -\ — yT^  par  rapport  à 
la  même  variable  ;  on  a  donc 

2  ' 
la  constante  k'  est  égale  à  .ro,  puisque  pour  ^  =  o  on  a 

Téquation  du  mouvement  est  donc 

(3)  X  ^Xo-^-Vot  -\ — ^t^\ 

c'est  l'équation  du  mouvement  uniformément  varié  étudié 
précédemment  (n"  23). 

1°  Si  la  vitesse  initiale  v^  est  positive  ou  nulle  (c'est  le 
cas  d'un  point  pesant  lancé  vers  le  bas  ou  abandonné  à  lui- 
même),  p  et  X  augmentent  constamment  et  indéfiniment;  le 
mouvement  est  uniformément  accéléré  ; 

2®  Si  Vq  est  négatif  (c^ est  le  cas  d'un  point  pesant  lancé 
vers    le   haut),    le   mouvement   est   d'abord    uniformément 
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retardé  :  la  vitesse  <^,  d'abord  négative,  diminue  en  valeur 
absolue  et  s'annule  au  bout  du  temps  ti  = -• 

Dans  cette  première  période,  x  va  en  diminuant,  le  mobile 
s'éloigne  de  P©  dans  le  sens  contraire  à  celui  du  champ  et  à 
l'instant  t^  arrive  à  son  élongation  maximum  P^  avec  une 
vitesse  nulle.  A  partir  de  ce  moment,  le  mobile  se  trouve 
dans  les  mêmes  conditions  que  s'il  était  abandonné  sans 
vitesse  en  Pi  :  il  revient  en  sens  contraire  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré. 

Relation  entre  la  variation  de  vitesse  et  le  chemin  par- 
couru. —  En  éliminant  Centre  les  équations  (2)et(3),  on  a 

(4)  t'*— cj  =  î>.Y(a7  — a:o), 

qui  donne  la  variation  du  carré  de  la  vitesse  en  fonction  du 
chemin  positif  ou  négatif  x  —  Xq  parcouru  depuis  la  position 
initiale.  Celte  équation  résolue  par  rapport  à  v 

montre  que,  lorsque  le  mobile  passe  deux  fois  par  une  posi- 
tion déterminée,  sa  vitesse  est  la  même  en  valeur  absolue, 
qu'il  marche  dans  le  sens  du  champ  ou  en  sens  contraire  :  il 
repasse  alors  par  une  même  surface  de  niveau;  en  particulier, 
pour  J7  =  Xq,  V  prend  les  valeurs  -H  v^  et  —  v^\  le  corps  re- 
passe donc  au  point  d'où  on  Va  lancé  avec  une  vitesse 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qu'ion  lui  avait  donnée. 
Ce  sont  bien  là  les  faits  d'expérience  qui  résultent  de  l'ob- 
servation du  mouvement  qu'imprime  la  pesanteur  à  un  corps 
lancé  de  bas  en  haut  suivant  la  verticale  avec  une  vitesse  Pq. 
Dans  ce  cas  particulier,  pour  pouvoir  appliquer  les  équations 
précédentes,  on  prend  la  verticale  dans  le  sens  de  haut  en 
bas  et  l'on  remplace  y  p»r  g' 
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En  remarquant  qu'un  instant  quelconque  du  mouvement 
peut  être  considéré  comme  instant  initial,  on  peut  énoncer 
la  relation  (4)  de  la  façon  suivante  : 

La  variation  du  carré  de  la  vitesse^  lorsque  le  mobile 
passe  d'une  position  quelconque  Po  à  une  autre  posi- 
tion P,  est  égale  au  produit  de  2^  par  la  valeur  alge* 
brique  PqP  du  chemin  parcouru  estimé  positivement  dans 
le  sens  du  champ. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  pesanteur,  le  chemin  par- 
couru doit  être  estimé  positivement  vers  le  bas. 

Comme  application,  cherchons  la  vitesse  acquise  par  un 
point  pesant  abandonné  à  lui-même  dans  une  position  Po  el 
tombant  d'une  hauteur  h  :  on  aura 

1^0  =  o,        X  —  Xq=  h, 

(5)  ç*=i^h. 

Inversement,  cherchons  la  hauteur  h  à  laquelle  s'élève  un 
point  matériel  lancé  vers  le  haut  avec  une  vitesse  i^o  ;  dans  ce 
cas,  la  vitesse  initiale  est  Pqî  l^i  vitesse  (^,  au  moment  où  le 
mobile  arrive  au  point  le  plus  haut  P|,  est  zéro;  le  chemin 
parcouru  PqPij  estimé  positivement  vers  le  bas,  est  —  A  el 
l'on  a 

(6)  __p2  =  _^^A,        ^=7^- 

Le  point  retombe  ensuite  et  quand  il  repasse  au  point  de 
départ  il  possède  la  vitesse  ç'o?  ainsi  qu'il  résulte  d'une 
remarque  précédente.  On  le  vérifie  immédiatement  à  l'aide 
(les  formules  actuelles,  car  le  mobile  étant  monté  à  la  hau- 

teur  h=  -^9  quand  il  retombe  ensuite  de  cette  même  hauteur 

il  prend  d'après  (5)  la  vitesse  {>^=  ^gh^  d'où  ç^=  ç^.  Celte 
rquation   (c  —  Çq)(v  -^  ç^)  =  o   comporte    deux   solutions. 
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dont  l'une  correspond  à  l'instant  initial  et  l'autre  à  l'époque 
où  le  mobile  passe  au  point  d'où  on  l'a  lancé. 

Donc  la  hauteur  à  laquelle  s^élève  un  mobile  pesant 
lancé  de  bas  en  haut  suivant  la  verticale  avec  une 
vitesse  f©  ^^^  telle  que,  si  le  corps  tombait  sans  vitesse 
initiale  de  cette  même  hauteur,  il  prendrait  précisément 
cette  même  vitesse  v^. 

L'équation  (4)  peut  d'ailleurs  être  obtenue  directement 
en  dirigeant  autrement  les   calculs;    multiplions  les  deux 

termes  de  l'égalité  (i)  par  2-^- 

d^x  dx  dx 

dt^    dt       ^  dl 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  ^^  (-rr)  et  le  second 
celle  de  %^x\  on  a  donc  # 

k  est  déterminé  par  les  conditions  x  =  Xq^  ç  =:  Çq  k  l'instant 
initial;  d'où 

A'  =  vl  —  2Y:ro 

et 

pï— t;J=  i-^(x  —  Xo). 

Second  cas;  mouvement  curviligne.  —  Nous  supposerons 
maintenant  le  mobile  lancé  à  l'instant  ^  =  o  dans  une  direc- 
tion oblique  par  rapport  à  celle  du  champ  avec  une  vitesse  ç^. 
Un  premier  fait,  évident  par  raison  de  symétrie,  est  que  la 
trajectoire  est  dans  le  plan  mené  par  r©  parallèlement  à  la 
direction  du  champ;  par  exemple,  pour  un  point  pesant,  elle 
est  dans  le  plan  vertical  mené  par  Vq, 

On  peut  vérifier  ce  fait  par  le  calcul;  en  effet,  prenons  un 
«ixe  Oy  parallèle  à  la  direction  du  champ;  les  projections  de 
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la  forcé  sur  les  axes  OxetOz  seront  nulles, 

X  =  o,        Z  =  o. 

Les  équations  du  mouvement  donnent  alors 

'dt^^^'         ^  ■"'''' 

dor         d  z 

on  en  déduit  que  -n  ^^-n  sont  constantes, 

dx  _  dz       ^ 

dt  '  dt 

Ces  équations  signifient  que,  dans  toute  la  durée  du  mou- 
vement, les  projections  de  la  vitesse  sur  Ox  et  O:;  sont  con- 
stantes. Les  quantités  A  et  C  sont  donc  les  projections  de  la 
vitesse  initiale  Vq  sur  ces  axes. 

Les  deux  mftnbres  de  la  première  des  équations  précé- 
dentes sont  les  dérivées  de  .r  et  A  ^;  on  a  donc 

a?  =  A  /  H-  To, 

j^o  désignant  une  constante  égale  à  l'abscisse   du    point  à 
l'instant  o;  on  a  de  même 

d'où,  en  éliminant  /, 

C(X  —  Xq)  —  \(  z  —  Zti)  =  o. 

C'esl  Téqualion  d'un  plan  fixe  parallèle  à  Oy  etcontenani 
la  vitesse  initiale.  Le  mobile  reste  dans  ce  plan,  puisque, 
quel  que  soit  /,  les  coordonnées  du  mobile  vérifient  réquation 
de  ce  plan. 

Ceci  posé,  il  reste  à  trouver  les  équations  du  mouvement 
dans  ce  plan;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  prenant,  pour 
fixer  les  idées,  le  champ  de  la  pesanteur. 
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Prenons,  pour  origine  O,  la  position  initiale  du  mobile, 
pour  axe  Oy  la  verticale  dirigée  vers  le  haut  (en  sens  con- 
traire du  champ) 'et  pour  axe  Ox  l'horizontale  du  plan  qui 
contient  la  vitesse  initiale,  c'est-à-dire  du  plan  de  la  trajec- 
toire, prise  positivement  de  façon  à  faire  un  angle  aigu  avec 
la  direction  de  la  vitesse  initiale.  On  aura 

X  =  o,        Y=  — m^ 
el  les  équations  du  mouvement  seront 

Appelons  a  l'angle  de  la  vitesse  initiale  OV©  avec  Oar,  cet 
angle  étant  considéré  comme  positif  quand  la  vitesse  est  au- 
dessus  àe  Ox  (cas  de  la  figure  90)  et  comme  négatif  quand  il 
^est  au-dessous.  Les  projections  de  la  vitesse  initiale  sur  les 

axes  sont 

Cocosa,     Posina; 

les  coordonnées  initiales  du  mobile  sont 

af  =  o,       j'  =  o. 

La  première  des  équations  du  mouvement  montre  que  -j 

est  constant  et  égal   à   la   projection   de  la  vitesse  initiale 
sur  Ox  :  on  a  donc 

dx 

(1)  'di  ~  ^^  cosy., 

(2)  X  —  pQ^cosa, 

sans  ajouter  de  constante,  car  x  est  nul  avec  t\  la  deuxième 
équation  donne  de  même 

(1';                              '^t^"^^'^^'^   ^'"** 
il')  y  r^—  ~ {-('o^sina. 
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Les  équations  (i),  (i')  donnent  la  vitesse 
(3)  (^«  =  vl  cos*a  -h  (i>o  sina  —  gty  =  pj.—  ^gy; 

la  valeur  numérique  de  la  vitesse  à  chaque  instant  est  la 
même  que  si  le  mobile  tombait  sans  vitesse  initiale  de  la 

hauteur  — ^  à  la  hauteur  v. 

Entre  les  équations  (2),  (2'),  éliminons  le  temps;  nous 
obtenons  l'équation  de  la  trajectoire 


r=  — 


^a?» 


2i^5  ces*  a 


X  tanga* 


C'est  une  parabole  d'axe  verticale  (Jîg,  90)  qui  tourne  sa 
concavité  vers  le  bas,  car  le  coefficient  de  x^  est  négatif. 

SI  a  était  négatif,  -^  serait,  d'après  (i'),  toujours  négatif, 


Fig.  90. 


ce 


donc  j^  irait  constamment  en  décroissant  et  le  mobile  ne  pas- 
serait pas  par  le  sommet  de  la  parabole. 

Supposons  maintenant  a  >  o,  -^  commence  par  être  positif 

et  le  mobile  monte;  il  monte  jusqu'à  ce  que  -^  s'annule;  ce 
qui  se  produira  au  bout  d'un  temps  l'  donné  par  l'équation 


—  /Ç'/'-h  Vo  sina  =  o, 


PoSina 
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le  mobile  étant  arrivé  à  sa  hauteur  maximum,  sa  vitesse  est 
minimum  en  vertu  de  la  relation  (3).  Les  coordonnées  du 
point  le  plus  haut  S,  sommet  de  la  parabole,  seront 


x'  =.  Vi^t'  cosa  =  — 


vl  siii2a 


1  *"  â^ 


y  =  —  2 h  Co  «  sin  a  =  —2-  sin*  a. 


Après  cet  instant  /',  -^  devient  négatif  et  le  mobile  redes- 
cend. Lorsqu'il  repasse  à  la  même  hauteur,  la  valeur  numé- 
rique de  la  vitesse  redevient  la  même.  En  particulier,  il 
repasse  au  point  A  au  niveau  de  O  avec  la  vitesse  s^q.  La 
portée  horizontale  OA  est  double  de  l'abscisse  ^'du  sommet 

Pour  que  OA  soit  le  plus  grand  possible  avec  une  vitesse 
initiale  donnée,  il  faudra  que  sinisa  soit  maximum,  c'est-à-dire 

que  a  soit  égal  à  -•  Supposons  que  l'on  veuille  atteindre  un 

point  B  de  Oj7  d'une  abscisse  moindre  que  — >  l'inclinaison 
du  tir  sera  donnée  par 

sinaa  =  -^OB. 

On  trouve  pour  a  deux  valeurs  également  distantes  de  y. 

4 

On  atteindra  donc  le  point  B  par  deux  paraboles  ;  on  verrait 
aisément  que  c'est  par  la  parabole  inférieure  qu'on  y  arrive 
dans  le  temps  le  plus  court. 

On  peut  déterminer  géométriquement  la  position  de  la 
parabole  correspondant  à  un  angle  donné  a;  pour  cela,  nous 
allons  d'abord  établir  que  toutes  les  paraboles  obtenues  en 
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faisant  varier  a  ont  pour  directrice  la  droite  D, 


y^H. 


En  effet,  le  paramètre  de  la  parabole  décrite  par  le  mobile 

est 

v\  cos*a 

Tordonnée  du  sommet  étant  j^'=  -^^ y  Téquation  de  la 

directrice  sera 

C'est  donc  bien  la  droite  D  située  à  la  hauteur  à  laquelle 
monterait  le  point  s'il  était  lancé  verticalement  avec  la 
vitesse  Cq- 

Gela  posé,  supposons  donnée  la  tangente  à  l'origine  Oi^O' 
le  foyer  devra  se  trouver  sur  la  droite  OF  telle  que  Opo  *oil 
bissectrice  de  l'angle  FOD;  il  devra  aussi  se  trouver  sur  le 
cercle  décrit  de  O  comme  centre  avec  OD  comme  rayon;  il 
est  donc  à  l'intersection  de  ces  deux  lignes. 

On  peut,  comme  exercice,  en  supposant  r©  donné,  cher- 
cher sous  quel  angle  a  il  faut  lancer  le  projectile  pour  atteindre 
un  point  déterminé  Mi  du  plan.  On  trouve  que,  pour  que  l'on 
puisse  atteindre  le  point  M<,  il  faut  qu'il  soit  à  l'intérieur  de 
la  parabole  ayant  pour  foyer  O  et  pour  sommet  le  point  D: 
celte  parabole,  tracée  en  traits  ponctués  sur  la  figure,  s'ap- 
pelle la  parabole  de  sûreté;  elle  est  l'enveloppe  des  trajec- 
toires obtenues  en  laissant  r©  constant  et  faisant  varier  a. 

Dans  le  mouvement  des  projectiles,  tous  ces  résultats  sont 
profondément  modifiés  par  la  résistance  de  l'air. 

71.  Mouvement  d'un  point  attiré  ou  repoussé,  par  an 
centre  fixe  O  proportionnellement  à  la  distance.  —  Soit 
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Po  Id  position  initiale  du  mobile  ;  deux  cas  sont  à  distinguer 
suivant  que  la  vitesse  initiale  est  soit  nulle,  soit  dirigée  sui- 
vant OPo  dans  un  sens  arbitraire,  ou  suivant  qu'elle  fait 
avec  OPo  un  angle  différent  de  zéro. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que,  par  raison  de 
symétrie,  le  point  restera  sur  la  droite  OPq  et  que  son  mou- 
vement sera  rectiligne.  Dans  le  deuxième  cas,  son  mouve- 
ment sera  curviligne.  Nous  étudierons  d'abord  le  cas  simple 
du  mouvement  rectiligne. 

Mouvement   rectiligne;   cas  de  l'attraction.    —    Prenons 
pour  origine  le  point  attirant  O  et  pour  axe  Ox  la  droite 
décrite  par  le  point.  Appe- 
lons Xq  l'abscisse  initiale  et  *^'  ^'" 
Vq  la  valeur  algébrique  de                 ,  -  ijl  ^   '  '"^, 
la  vitesse  initiale  (Jig-  91).             0^  ^p^  a      ^ 

Soit  à  l'instant  ^,  x  l'ab- 
scisse du  mobile  P,  la  force  F  appliquée  au  mobile  est  dirigée 
dans  le  sens  PO  et  proportionnelle  à  la  distance  OP;  sa  valeur 
algébrique  X  est  donc  de  signe  contraire  à  ^  et  proportion- 
nelle à  07,  et  l'on  a 

.  X  =  -  /c«  X, 
k^  étant  une  constante.  L'équation  du  mouvement  est  donc 


et  en  posant 


m 

d^x 
dt* 


Cette  équation  convient,  que  le  point  mobile  soit  à  droite 
ou  à  gauche  du  centre  attractif  O. 
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Mulliplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  2  ^' 

d^x  dx  .     dx 

dt^    dt  dt 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  {  ^  )  >  le  second  est 

celle  de  —  iù^x^\  ces  deux  fonctions  primitives  ne  difïèrenl 
que  par  une  constante  Ar,  puisque  leurs  dérivées  sont  égales; 
on  a  donc 

Or  -j-  est  la  valeur  algébrique  v  de  la  vitesse  ;  à  Tinstanl 

initial,  ^7  =  ^0?  <^  =  ^oî  on  a  donc,  pour  déterminer  A. 
l'équation 

t'J  = — (o*a7j-hA 

qui  donne  pour  h  la  valeur 

A  est  une  quantité  essentiellement  positive  et  supérieure 
k  tù^x\  :  nous  pourrons  donc  poser  h  égal  à  un  carré  co'a', 
avec  a>  j7o'  L'équation  du  mouvement  s'écrit  encore 

(2)     ^^—\~j;)   =w*(a«  — 37*),         i'  =  -^  =±:  wv/a- — ar«. 

Si  nous  supposons  le  mobile  lancé  avec  une  vitesse  ini- 
tiale Vq  positive,  il  faudra  prendre  au  début  le  signe  -H 
devant  le  radical;  lorsque  x  augmente,  la  vitesse  diminue  et 
s'annule  au  point  A  d'abscisse  j?  =  a. 

A  ce  moment  le  point  revient  sous  l'effet  de  la  force  attrac- 
tive, et  il  faut  prendre  le  signe  —  devant  le  radical  qui 
donne  ^*]  le  mobile,  dans  celte  nouvelle  phase,  va  jusqu'au 
point  A',  ^  =  —  a,  où  sa  vitesse  s'annule  de  nouveau,  etc. 
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L'équation  (2)  peut  s'écrire 

1         dx 


le   premier   membre    est  la    dérivée,    par  rapport   à   /,   de 

arc  sin-*  le  deuxième  de  (o/:  on  a  donc 
a  ' 

arcsin  —  =  to^  -f-a, 
a 

a  étant  une  constante  arbitraire  ;  d'où 
(3)  JT  =  asiii(u)/-+- a). 

On  a  ainsi  l'équation  du  mouvement. 

C'est  l'équation  du  mouvement  vibratoire  simple  étudié 
au  n«  23. 

Si  l'on  veut  exprimer  les  constantes  a  et  a  en  fonction  des 
conditions  initiales,  on  pourra  compter  le  temps  /  à  partir  de 
l'instant  initial  ;  alors,  pour  ^  =  o,  la  fonction  x  doit  prendre 

une  valeur  x^^  abscisse  initiale,  et  sa  dérivée  -j-  une  valeur  x'^ 

égale  à  la  valeur  algébrique  r©  de  la  vitesse  initiale.  On  a  donc 

v4)  a7o=^sina,         arg  =  Pq  =  ûko  cos a, 

formules  déterminant  a  et  a. 

Si  l'on  développe  le  sin(to^H-a),  qui  figure  dans  l'équa- 
tion (3)  du  mouvement,  on  a 

(5)  â7  =  asina  coso)^  +  a  cosa  sinoi^; 

d'où,  en  vertu  des  relations  (4), 

(G)  X  =  XQQOSijit  -\ sinto^ 

On  peut  aussi  arriver  à  celle  équation  (6)  en  remarquant 
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que  l'équation  différeiilieile  du  mouvement 


dt* 


-+-  a>*3:  =  o 


est  une  équation   différentielle  linéaire  à  coefficients  con- 
stants, sans  second  membre.  Son  intégrale  générale  est 

en  déterminant  les  deux  constantes  B  et  C  à  l'aide  des  condi- 
tions initiales,  on  retrouve  l'équation  (6). 

Durée  d'une   oscillation.  —  La  durée   d'une   oscilla  lion 
simple  est  le  temps  que  met  le  mobile  à  aller  de  A  en  W 
Or,  à  l'instant  ^i, 

•2 

on  a 

X  ■=  a, 

le  mobile  est  au  point  A;  et  à  l'instant  ^2? 

TZ 
2 

on  a 

X  =  —  a, 

le  mobile  est  en  A'  :  la  durée  de  l'oscillation  simple  est  donc 

tz 
(1) 

Cette  durée  est  indépendante  des  conditions  initiales. 

Le  temps  que  met  le  mobile  à  aller  de  A  en  O  est  8  =  —  • 

En  particulier,  supposons  que  l'on  abandonne  le  point  sans 
vitesse  initiale.  Alors 

TU 

ç>o  =  O,         Xo=  a.         a  =  — 

2 
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et  Téquation  du  mouvement  devient 

X  =  Xq  cosîat.  ' 

Le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  en  O  est 

2(0 

il  est  indépendant  de  la  distance  à  laquelle  le  point  est 
abandonné  sans  vitesse;  on  exprime  ce  fait  en  disant  que  le 
mouvement  est  tautochrone. 

Mouvement  rectiligne;  cas  de  la  répulsion.  —  L'équation 
du  mouvement  est  évidemment 

d^x 

Multiplions  les  deux  membres  par  2  -r-  ;  il  vient 

d^x  dx  ^    dx 

dt*   dt  dt 

et,  par  suite, 

Si  le  mobile  est  placé  au  début  en   une   position  Pq   à 
'distance  j?©  ^^  centre  i^fig*  92)  et  si  nous  le   supposons 
animé  d^une   vitesse  initiale   ^09 
nous  avons  ^^^'  9^- 

(7)  PJ  =  coî2:}-|-/i.  r-'  "*^"  '", r_ 


0  Pp  .r 


Actuellement  h  est,  suivant  les 
cas,  positif,  négatif  ou  nul.  Posons  /*  =  co^X;  nous  pouvons 
écrire 

dt  ^ 

Nous  allons  exprimer  x  en  fonction  de  t  en  supposant  que 

A.  I.') 
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l'on  prenne  le  signe  -4-;  le  calcul  et  les  résultats  seraient  les 
mêmes  avec  le  signe  — . 
On  a  alors 

at 

en  écrivant 

I        dx 


=  w, 


on  voit  que  le  premier  membre  est  la  dérivée  de 

Log(a7  -4-  v/a?*-+-X) 
par  rapport  à  ^  et  le  deuxième  la  dérivée  de  o>^.  On  a  donc 

Log(a?-i-  /a7*-f-  X)  =  w^-f-a; 

pour 

/  =  o,        a?  =  a^o, 

donc 

Log(a?o-*-/^Î4-X)  =  a; 

remplaçant  a  par  cette  valeur,  on  a 


-        37-1-  v^a:*-4-  X 

Log — ^  =(0^ 

370-1-  V^O  "*"  X 

d^oii,  en  passant  des  Logarithmes  aux  nombres, 

:r-*-/a7*-f-X  =  (a7o-4- /^J -f-  X)««'. 
De  celte  équation  on  déduit  la  suivante 

X  —  ^37*  -+-  X  =  (  j'o  —  /^o  -<-  X)  tf  "**'  ; 

en  effet,  en  multipliant  ces  deux  relations  membre  à  membre, 
on  a  une  identité. 
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En  ajoutant  ces  deux  relations,  on  a 

a?  =  aro h  V  arj  -^  A > 

2  2 

c'est-à-dire,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  x'^^=^  c©, 

(  8  )  a?  =  a?o h  —  . 

2  ««)  2 

Telle  est  l'équation  du. mouvement;  il  serait  facile  de  véri- 
fier que  cette  valeur  de  x  satisfait  à  l'équation  du  mouvement 
el  que  pour  ^  =  o  cette  fonction  se  réduit  à  a:  =  j?o  et  sa 
déit^ée  à  âT^=  v^^  vitesse  initiale. 

La  notation  des  sinus  et  cosinus  hyperboliques  fait  ressortir 
l'analogie  avec  Féquaition  trouvée  dans  le  cas  d'une  attraction 
proportionnelle  à  la  disiatnce;  en  effet,  l'équation  que  nous 
venons  de  trouver  peut  s'écrîre 

entièrement  analogue  à  l'équation  (6). 

L'équation  différentielle  du  mouvement  mise  sous  la  forme 

est  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  sans  second 
membre.  Son  intégrale  générale  est 

En  déterminant  les  constantes  B  et  C  par  les  conditions  ini- 
tiales, on  retrouve  l'équation  (8)  ou  (8'). 

Discussion.  —  Nous  pourrons  toujours  supposer  :ro>'0; 
cela  revient  à  choisir  OP©.  comme  sens  positif  de  Ox,  Sup- 
posons d'abord  v^^  o\  le  mobile  s'éloigne  constamment  du 
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centre  répulsif  et  sa  vitesse  croît  iiAfcfiiiiineiit  avec  x,  Sii|>- 
posons  maintenant  (^0  <C  o;  au  début, ^vitesse  sera  négati>e: 
il  faudra  donc  prendre  le  signe  —  deva^Lle  radical.  Suppo- 
sons A  >  o  ;   à  mesure  que   le   point  sl^oroche  de  0,  sa 

vitesse  diminue  en  valeur  absolue  jusqu'l^^A;  le  moliilc 
dépassera  le  point  O  avec  cette  vitesse  et  s'élo^^era  avec  uih* 
vitesse  indéfiniment  croissante  en  valeur  abs^K.  Si  h  e>i 
négatif,  on  peut  poser  A  =  —  w^a*  et  l'on  a 

OÙ  a  est  nécessairement  moindre  que  x^^  car  pour  x  = 
vitesse  i'o  est  réelle;  le  mobile  arrivera  donc  au  point' 

d'abscisse  a  {fig*   93),  sa  \V' 
'^"  ^  •  tesse  s'y  annulera,  changera  (!♦• 

-  --'^*— -.,  signe  et   le   mobile   s'éloignera 


CL. 

— a»- 


Po  indéfiniment    de    A    avec   unr 

vitesse  toujours  croissante.  Il  est 
intéressant  d'étudier  le  cas  intermédiaire  ^o  <  o  et  A  =  o. 
Dans  cette  hypothèse  on  a 

dx  t 

(i)  777  ~  —  vc«)*a?*  =  —  toa?. 

La  vitesse  diminue  constamment  à  mesure  que  le  point  se 
rapproche  de  l'origine,  le  mobile  se  rapproche  indéfinimcMU 
du  point  O  mais  sans  pouvoir  l'atteindre  dans  un  temps  fini: 

■  , 

ce  temps  peut,  en  effet,  se  déduire  de  la  relation  (i),  tpn 

s  écrit 

dx  , 

—  =  —  u)  at. 

X 

et  par  suite 

Log  j:  =  —  0)  /  -h  /?  ; 

hi  constante/?  est  déterminée,  puisque  pour  j:  =  x©  on  ^i 
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par  suite 

p  =  Loga?o, 
et 

or  cette  expression  croît  indéfiniment  lorsque  x  tend  vers 
zéro. 

Le  point  O  se  distingue  par  cette  particularité  que  c'est 
une  position  d'équilibre  instable;  le  mobile  placé  en  O  sans 
vitesse  initiale  resterait  au  repos;  mais,  si  on  l'écartait  un 
peu,  la  répulsion  Técarterait  indéfiniment;  le  plus  souvent, 
lorsqu'un  mobile  s'approche  d'une  position  d'équilibre 
instable  avec  une  vitesse  qui  tend  vers  zéro,  il  s'approche 
indéfiniment  de  cette  position  sans  jamais  l'atteindre. 

L'équation  (2)  peut  s'écrire  ' 


X  =  XqC-^' 


f 


c'est  l'équation  du  mouvement;  dans  ce  cas  particulier,  la  loi 
des  vitesses  est 

ç  =z  —  a)a?oc~*«*'  =  —  tox 
el  la  loi  des  accélérations 

ce  qui  est  bien  conforme  à  l'hypothèse  initiale. 

On  peut  aussi  déduire  ce  cas  de  l'équation  générale  (7); 
//  étant  nul,  on  a 

Mais  Xo  est  supposé  positif  et  Cq  négatif,  donc  ^o  =  —  w-Foî  ^'^ 
portant  cette  valeur  de  Vq  dans  (8)  on  aura 

Monvement  curviligne;  cas  de  Tattraction.  —  Remarquons 
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tout  d^abord  que,  si  un  point  est  attiré  ou  repoussé  par  un 
centre  fixe  O  suivant  une  loi  quelconque,  sa  trajectoire  esl 
une  courbe  plane  située  dans  le  plan  déterminé  par  O  et  la 
vitesse  initiale.  On  peut  regarder  le  fait  comme  évident  par 
raison  de  symétrie.  Il  résulte  immédiatement  de  ce  que, 
si  la  force  est  centrale,  l'accélération  est  centrale  et  alors, 
comme  nous  l'avons  vu  n°  33,  la  trajectoire  est  dans  un 
plan  passant  par  O.  En  outre,  comme  la  vitesse  initiale  lui 
est  tangente,  ce  plan  contient  la  vitesse  initiale.  Enfin,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  (n°  33),  la  trajectoire  est  parcourue 

suivant  la  loi  des  aires,  c'esl- 
à-dire  avec  une  vitesse  aréolaire 
constante. 

Gela  posé,  revenons  à  notre 
problème.  Soit  Po  la  position  ini- 
tiale du  mobile,  V©  le  vecteur 
vitesse  initiale.  Prenons  pour  axe 
Oa:  la  droite  OPo  {Jig-  94)  ^^ 
pour  axe  Oy  une  droite  parallèle 
à  Vo  et  de  même  sens  que  Ve. 

Le  mobile  étant  en  P  est  solli- 
cité par  une  force  F  dirigée  sui- 
vant PO   et  égale  à  A^OP;   ses  projections  X  et   Y  soni 
donc  égales  aux  projections  a:  et ^  de  OP  changées  de  signes 
et  multipliées  par  k^ 


Les  équations  du  mouvement  sont  donc 


m  -r-r-    = Ar*  07, 


A» 


ou,  en  faisant  comme  plus  haut  —  =  w^, 


(3) 


dt^ 


=  —  W^JT, 
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11  s'agit  de  trouver  des  fonctions  x  et  y  de  t  vérifiant  ces 
équations  et  satisfaisant  aux  conditions  initiales  suivantes  qui 
résultent  du  choix  des  axes.  Comptons  le  temps  /  à  partir  de 
l'instant  initial;  alors  pour  ^  =  o  on  doit  avoir 

a  désignant  la  distance  OPo*  En  outre,  la  vitesse  initiale  étant 
parallèle  à  Oy,  sa  projection  x'^  sur  Ox  est  nulle  et  sa  pro- 
jection y^  sur  Oy  est  égale  à  PoVo=  ^o  •  les  dérivées  de  x 
et  de  y  par  rapport  à  t  prennent  donc  pour  ^  =  o  les  \Si- 

leurs  J!:;=  0,7;=  i^o. 

Or  nous  avons  vu  que  la  fonction  x  vérifiant  la  première 

des  équations  (3),  de  telle  façon  que  pour  /  ==  o  elle  prenne 

une  valeur  Xq  et  sa  dérivée  une  valeur  x'^^  est 

X  =  Xo  cosco^H ^  sincu/. 

U) 

La  deuxième  des  équations  (  3  )  est  identique  à  la  première, 
sauf  le  changement  de  a?  en  j^;  la  fonction^  vérifiant  cette 
équation,  de  telle  façon  que  pour  t  =  o  elle  prenne  une  va- 
leur yo  et  sa  dérivée  une  valeur  y^,  est  donc 

y  =^ocos(u/  -h  ^^-2-sinci)*. 


Mais  actuellement 


x^  =  a,        y^—  o, 


Le  mouvement  demandé  est  donc  défini  par  les  formule» 


a?  =  acosu)f,        r= — sinco^. 


La  trajectoire  est  une  ellipse 


X^  y»  10» 
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rapportée  à  des  diamètres  conjugués;  si  Ton  appelle  b  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  OQo  parallèle  à  la  vitesse  initiale, 
on  a 

(4)  6  =  — ,         oo=  (1)6. 

(i> 

La  durée  de  la  révolution  du  point  sur  Pellipse  est  la  période 
qu'il  faut  ajouter  à  t  pour  que  x  et  y,  c'est-à-dire  sincDl  el 
cosoit,  reprennent  la  même  valeur;  elle  est  donc 

Elle  est  indépendante  dès  conditions  initiales.  Le  cas  du 
mouvement  oscillatoire  rectiligne  apparaît  alors  comme  le  cab 
où  cette  ellipse  est  infiniment  aplatie. 

Comme  un  instant  quelconque  du  mouvement  peut  être 
regardé  comme  initial,  on  voit  que,  le  mobile  étant  dans  une 
position  quelconque  1%  sur  l'ellipse  qu'il  décrit,  pour  avoir  sa 
vitesse  PoVo  en  ce  point  il  suffit  de  prendre  le  demi- 
diamètre  OQo  conjugué  de  OP©;  la  vitesse  PoVq  est  parallèle 
à  OQo  et  égale  à  coOQ©  [équation  (4)];  la  vitesse  est  donc 
maximum  à  l'extrémité  du  petit  axe  et  minimum  à  l'extré- 
mité du  grand. 

Mouvement  cur-viligne  d'un  point  repoussé  par  un  centre 
fixe  proportionnellement  à  la  distance.  —  Prenons  les  mêmes 
axes  que  pour  le  problème  précédent.  Les  équations  du 
mouvement  ont  la  même  forme  au  changement  de  signe  près 
qui  provient  du  changement  de  sens  de  la  force.  On  a  donc 

Les  conditions  initiales  sont  les  mêmes  :  pour  /  =  o 

(2)  a^o  =  rt,         vo  =  o,         arj  =  o,        /^  =  i^o- 
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Mais  la  fonction  du  temps  vérifiant  la  première  des  ëqua- 
lions  (i)  et  prenant,  ainsi  que  sa  dérivée,  des  valeurs  ini- 
tiales Xo  et  ar^  est 


X  sz  xochtiit  -^ ^  sh  (0  /. 


La  seconde  équation  ayant  même  forme  donne  de  même 

y  rsy^chtat  -^  —shtût. 

m 

Actuellement,  d'après  les  conditions  initiales  (2),  on  aura 
pour  les  équations  du  mouvement 

X  =  acnu}t,         V  =  —  sh  0)  f . 

En  éliminant  /  à  l'aide  de  la  relation 

ch*tuf  —  sh*b><  =  I, 

r)n  a  la  trajectoire 

ir'        y'  Cl)* 

C'est  une  hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conju- 
gués {fiff.  95), 

OPo=a        et        OQo=6  =  -. 

et) 

Le  mobile  décrit  une  des  branches  de  la  courbe.  La  rela- 
tion Vq=z  (s)b  :=  tùOQo  s'interprète  comme  dans  le  cas  de 
l'ellipse.  Un  instant  quelconque  pouvant  être  regardé  comme 
initial,  on  voit  que  pour  avoir  la  vitesse  en  un  point  P©  il 
suffit  de  prendre  le  diamètre  conjugué  OQo  de  OP©;  la 
vitesse  est  parallèle  à  OQo  et  égale  à  w.OQo.  Cette  vitesse 
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est  minimum  au  sommet  de  Thyperbole;  elle  augmente  au 
delà  de  toute  limite  quand  le  point  s^éloigne  indéfiniment. 


Le  cas  du  mouvement  rectiligne  apparaît  comme  le  cas  où 
cette  hyperbole  serait  infiniment  aplatie. 

72.  Composition  des  forces.  —  Lorsque  plusieurs  forces 
agissent  simultanément  sur  un  point  matériel,  on  admet  que 
l'accélération  qu*il  prend,  à  chaque  instant,  est  la  somme 
géométrique  des  accélérations  que  chacune  des  forces  lui 
imprimerait  si  elle  était  seule. 

On  en  déduit  immédiatement  la  composition  des  forces 
appliquées  à  un  point  matériel. 

L'accélération  imprimée  à  un  point,  à  un  instant  quel- 
conque^  par  des  forces  F| ,  F2, . . . ,  F„  en  nombre  quelconque 
est  la  même  que  si  le  point  était  sollicité  par  une  force 
unique  F  égale  à  leur  somme  géométrique.  Considérons 
(les  forces  qui,  agissant  successivement  sur  le  même  point  M, 
lui  communiqueraient  respectivement  des  accélérations  y,, 
Y2>  •••?  y/#-  Les  valeurs  de  ces  forces  à  Tinstant  t  sont  en 
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grandeur,  direction  et  sens 

(F,)=m(Y,),        (F,)  =  m(-r,), 
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•  •  •  » 


(F«)  =  /n(Y/0- 


Lorsque  toutes  ces  forces  agissent  en  même  temps  sur  le 
point  M,  elles  lui  communiquent  une  accélération  y  égale  à 
la  somme  géométrique  de  yi?  y^'  ■  •  •'  Y« 

(ï)  =(Tt)-+-(ït)H-.-.^-(T«). 

La  valeur  F  à  l'instant  t  de  la  force  unique  qui  communi- 
i|uerait  au  point  cette  même  accélération  y  {Jig-  96)  est 

(F)  =  m(Y). 

Les  figures  formées  par  les  points  F|,  F2,  . . .,  F/,,  F  d'une 
part,  et  les  points  yi,  y^,  ...,  y»,  y  d'autre  part  sont  donc 
homothé  tiques  par  rapport  au  point  M, 
le    rapport    d'homothétie    étant    m  ;  ^»§?-  9^- 

comme  y  est  la  somme  géométrique 

^^  Y*»  Y^j  •••>  Y"'  ^^  force  F  est  la 
somme  géométrique  de  F,,  F2, . . .,  F,| 


(F)  =  (Ft)-+-(F,) 


(F„), 


le  théorème  est  donc  démontré. 

Cette  force  unique  F  qui  produit 
la  même  accélération  que  les  autres 
agissant  simultanément  s'appelle  la 
résultante  des  forces  Fj,  F.^,  .  .  ., 
F„,  les  forces  F,,  Fa,  .  .  .,  F„ 
elles-mêmes  étant  les  composantes. 

On  peut  alors,  toutes  les  fois  que  plusieurs  forces  agissent 
simultanément  sur  un  point,  les  remplacer  par  leur  résultante. 
Cette  opération  s'appelle  composition  des  forces  appliquées 
à  un  point. 
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Comme  elle  est  identique  à  celle  qui  consiste  à  faire  la 
somme  géométrique  des  vecteurs  représentant  les  forces,  on 
voit  qu'on  peut  lui  appliquer  tout  ce  que  nous  avons  dit  de 
la  composition  des  vecteurs. 

La  résultante  de  deux  forces  est  la  diagonale  du  parallé- 
logramme construit  sur  ces  forces. 

La  résultante  de  trois  forces  est  la  diagonale  du  parallélé- 
pipède construit  sur  ces  forces;  etc. 

La  projection  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à  un  point,  sur  un  axe,  est  égale  à  la  somme 
des  projections  des  composantes. 

Inversement,  il  peut  être  utile  de  remplacer  une  force 
unique  F  appliquée  à  un  point  par  d'autres  Fi,  F2,  ...j  F« 
dont  elle  serait  la  résultante  ;  cette  opération,  appelée  décom- 
position d'une  force  en  forces  concourantes,  est  iden- 
tique à  l'opération  de  la  décomposition  d'un  vecteur.  On 
pourra  donc  lui  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  à  ce  sujel 
(n°  6). 

73.  Équations  du  mouvement.  —  Soit  un  point  M  de 
masse  m  sollicité  par  des  forces  représentées  à  l'instant  / 
par  Fi,  F2,  ...,  F/,.  Appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  du 
point  M,  (X,,Y,,ZO,  (Xa,Y„Z,),  ...,  (X«,  Y„,  Z«)  les 
projections  des  forces  sur  les  axes;  les  projections  X,  Y,  Z 
de  leur  résultante  F  sont 

les  projections  de  l'accélération  sont 

d^x       d*y       d^z 
'W     'dF'     IF'  ' 

La  relation  géométrique  (F)  =  /n(y)  donne  donc,  pour  le^ 
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projections  sur  les  trois  axes,  les  relations 

qui  sont  les  équations  du  mouvement. 

La  notation  SX^  signifie  qu'il  faut  faire  la  somme  des 
projections  de  toutes  les  forces  appliquées,  sur  Ox\  les  deux 
autres  2  sont  des  significations  analogues. 

74.  Équilibre.  —  Plusieurs  forces  appliquées  à  un  point 
matériel  se  font  équilibre  lorsque,  le  point  étant  au  repos, 
ces  forces  ne  lui  impriment  aucun  mouvement.  La  somme 
géométrique  des  accélérations  dues  à  ces  forces  est  alors 
nulle;  donc  la  somme  géométrique  des  forces,  c'est-à-dire 
leur  résultante,  est  nulle.  Cette  condition  nécessaire  de 
l'équilibre  est  évidemment  suffisante,  d'après  le  principe  de 
l'inertie. 

Pour  exprimer,  analytiquement,  qu'un  point  matériel  est 
en  équilibre,  il  faut  donc  écrire  que  la  résultante  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  lui  est  nulle,  c'est-à-dire  que  la 
somme  des  projections  des  composantes  sur  chacun  des  trois 
axes  Oxj  Oy^  Oz  est  nulle 

75.  Équations  intrinsèques  du  mouvement  d'un  point. 
—  On  peut  remplacer  les  trois  équations  du  mouvement  du 
n^  73  par  trois  autres  équations  ne  faisant  intervenir  que  les 
éléments  mêmes  du  mouvement,  sans  aucun  choix  d'axes  do 
coordonnées. 

Prenons,  sur  la  trajectoire  {fig^  97),  une  origine  O  des 
arcs  et  un  sens  positif  pour  les  arcs.  Dans  le  mouvement  du 
mobile  M,  l'arc  OM  =  s  est  une  certaine  fonction  de  /. 

Menons  à  la  trajectoire  la  tangente  MT  dans  le  sens  des 
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arcs  positifs,  la  normale  principale  MN  A'^ers  le  centre  de 
courbure  principal  C,  enfin  la  binormale  MB. 

Le  vecteur  vitesse  est  dirigé  suivant  la  tangente  et  a  pour 
valeur  algébrique 

ds 

V  r=    —  • 
dt 


Le  vecteur  accélération  y  esl  dans  le  plan  osculateurTMN 
et  a.] 


ï*=o, 


T* 


dt 


p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  en  M. 

Cela  posé,  la  résultante  F  des  forces  appliquées  au  point 
esl  dirigée  suivant  My  dans  le  sens  de  y  et  égale  à  my.  Les 
projections  de  F  sur  les  axes  MT,  MN  et  MB,  Ff,  F„,  F^  sont 

donc  égales  à  celles  de  y  multi- 
pliées par  la  masse  m  du  mo- 
bile. On  a  ainsi  les  trois  équa- 
tions 

F6=o, 

qu'on    appelle    les    équations 
intrinsèques  du  mouventent. 
La  projection  F„  de  la  résultante  F  sur  la  normale  princi- 
pale étant  positive,  la  résultante  est  toujours  dans  la  conca- 
K'ité  de  la  trajectoire. 


Applications.  —    i^  Si  la  résultante  F  des  forces  agissant 
sur  le  point  est  constamment  normale  à  la  trajectoire,  on  a 
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constamment  Fi=  o,  donc  -j-  =  o,  la  vitesse  est  constante 

en  grandeur;  de  plus  la  grandeur  de  la  résultante  varie  en 
raison  inverse  de  p,  car  F  se  confond  alors  avec  F,,, 


2°  Si  la  résultante  des  forces  esU  constamment  tangente 
à  la  trajectoire,  on  a  F,j=  o,  donc  —  =  o;  comme  v  est  sup- 
posé différent  de  zéro,  p  est  infini  et  la  trajectoire  rectiligne. 


EXERCICES  SUR  LE  CBAPTriB  ir. 


i.  Admettant  que  l'on  sache  que  la  durée  T  de  Toscillation  infi- 
niroent  petite,  aller  et  retour,  d'un  pendule  simple  dépend  de  la 
longueur  /  du  pendule,  de  la  masse  m  du  pendule  et  de  l'intensité  ^ 
de  la  pesanteur, 

(U  T  =  (p(/,  m,  ^), 

déduire  des  conditions  d'homogénéité  que  T  est  nécessairement  de 
la  forme 


-Vi 


X*  désignant  un  coefficient  numérique. 

Réponse  : 

La  formule  (i)  doit  rester  la  même  quand  on  fait  un  changement 
quelconque  d'unités  :  prenons  une  unité  de  longueur  X  fois  plus 
petite,  de  temps  t  fois  plus  petite,  de  masse  \l  fois  plus  petite;  on 
devra  avoir,  quels  que  soient  X,  t,  [x, 

Choisissons  alors  X,  (x,  t  de  façon  à  réduire   les   trois  quantités 
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figurant  dans  cp  à  être  égales  à  Tunité 


il  vient 


Mais  le  deuxième  membre  est  évidemment  un  nombre  k;  donc 


-V^i 


L'observation  permettrait  de  déterminer  k]  nous  verrons  plusloiD 
que  k  =  27C. 

S.  Calculer  de  même  la  vitesse  v  acquise  par  un  point  pesant  df 
masse  m  tombant  dans  le  vide  d'une  hauteur  A,  l'intensité  de  la 
pesanteur  étant  ^,  en  admettant  que  (^  est  fonction  de  h,  m^  g. 

Réponse  : 

Soit 

^•  =  ?(^,  m,  ^); 

faisons  un  changement  d'unités  ;  un  a,  quels  que  soient  X,  t,  ti. 


Prenons 


/IA  =  I,  //IJX  =  1,  —^  =  I 


f  I 

h  m 


-\/i 


il  vient 


-7=  =9(1,  »,  1)  =  ^, 


A*  désignant  un  nombre  \k  =  v^i). 
3.  Sachant  que  la  vitesse  du  son  dans  un  gaz  est  une  fonction  <)<' 
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Velasticité  e  et  de  la  densité  d,  démontrer  qu'elle  est  donnée  par 
une  formule  de  la  forme 


-*v4^ 


k  désignant  un  coefficient  numérique. 

Réponse  : 
Soit 

n)  ç  =  ^(e,d). 

Faisons  un  changement  d'unités  et  voyons  ce  que  deviennent  e  et  d. 
L'élasticité  d'un  gaz  est  la  pression  totale  sur  une  surface  plane 
égale  à  l'unité  de  surface,  ou  encore  le  rapport  d'une  force  pres- 
sante P  à  la  surface  plane  S  sur  laquelle  elle  s'exerce 

P 

PXa 
Si  l'on  fait  un  changement  d'unités,  P  qui  est  une  force  devient  — ^ 

et  S  devient  SX',  donc  e  devient  e  J-z,* 

AT* 

La  densité  d  est  le  rapport  de  la  masse  M  d'un  certain  volume  V 
du  gaz  à  ce  volume 

»  » 

par  un  changement  d'unités  d  devient  donc  -r-^  • 

L'équation  (3)  devient  alors 

*'^  =  •?(*&'  '')->)• 

Prenons 

(4)  «tn-'-      ''n  =  '> 


d*où 


\-^h 


A.  16 
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nous  avons,  d'après  (4)» 


v=k 


On  démontre  que  cette  constante  numérique  k  est  le  rapport  de< 
chaleurs  spécifiques  du  gaz  à  pression  constante  et  à  volume  constant. 


CHAPITRE  V. 


TRAVAIL;  FONCTIONS  DE  FORCES;  FORCE  VIVE. 


L  —  TRAVAIL. 


La  notion  de  travail  est  la  plus  importante  de  la  Mécanique  : 
c'est  en  eflet  par  leur  travail  que  les  forées  sont  utilisées  dans 
l'industrie  et  le  rôle  des  machines  consiste  principalement 
dans  la  transformation  d'un  travail  en  un  autre. 

76.  Travail  élémentaire.  —  Soit  un  point  matériel  M  qui 
subit  un  déplacement  infiniment  petit  MM'  et  soit  F  une  des 
forces  appliquées  à  ce  point  dans  la  position  M  {fig*  98); 
on  appelle  traçait  élémentaire  de  la  force  F, 
pour  le  déplacement  MM',  le  produit 

(i)  F.MM'cosFMM', 

c'est-à-dire  le  produit  de  la  force  par  le  dépla- 
cement et  le  cosinus  de  V angle  de  la  force  avec 
le  déplacement.  Dans  ce  produit,  les  deux  pre- 
miers facteurs  sont  essentiollement  positifs;  le  troisième  peut 
être  positif,  négatif  ou  nul.  Le  travail  élémentaire  est  donc 
une  quantité  algébrique  supérieure,  inférieure  ou  égale  à 
zéro,  suivant  que  l'angle  FMM'  est  inférieur,  supérieur  ou 
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égal  à  un  angle  droit.  Quand  le  travail  élémentaire  esl//"- 
sitij,  il  est  dit  moteur;  quand  il  est  néffaiîf,  il  esl  dit 
résistant. 

Si  le  déplacement  infiniment  petit  MM'  s'efTectue  pendant 
un  temps  dt^  la  vitesse  du  point,  pendant  ce  déplacemenl. 

est  un  vecteur  V  =  -7--  dirigé  dans  le  sens  MM',  et  l'on  peut 

écrire  l'expression  du  travail  élémentaire  sous  la  forme 

(2)  FVcos(F,  V)rf/, 

car  l'angle  de  la  force  avec  la  vitesse  est  identique  à  l'angle 
de  la  force  avec  le  déplacement. 

Théorème  I.  —  Le  travail  élémentaire  pouvant  s'écrire 

MM'[FcosFMM'] 

est  égal  au  déplacement  MM'  du  point  matériel  multiplié  par 
la  projection  de  la  force  sur  le  déplacement.  Donc,  si  plu- 
sieurs forces  sont  appliquées  à  un  point  M,  pour  un  même 
déplacement,  le  travail  élémentaire  de  la  résultante  di 
ces  forces  est  égal  à  la  somme  des  travaux  des  compo- 
santes; en  effet,  la  projection  de  la  résultante  sur  la  direc- 
tion du  déplacement  est  égale  à  la  somme  des  projections  de? 
composantes. 

Théorème  II.  —  En  écrivant  le  travail  élémentaire  soui  1^ 

forme 

F[MM'cosFMM'J, 

on  peut  le  définir  le  produit  de  la  force  par  la  projection  du 
déplacement  sur  la  force.  Si  donc  le  déplacement  MM'«' 
la  somme  géométrique  de  plu^i^urs  déplacements  ou,  et" 
qui  revient  au  même,  si  la  vitesse  du  point  est  la  somni^ 
géométrique  de  plusieurs  vitesses,  le  travail  é  lé  mental f^ 
d' une  force  F  correspondant  au  déplacement  résultante 
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OU  à  la  vitesse  résultante^  est  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires de  cette  force  correspondant  aux  déplacements 
composants  ou  aux  vitesses  composantes. 

Théorème  III.  —  Pour  que  le  travail  élémentaire  d^une 
force  soit  nul  y  il  faut  et  il  suffit  ou  bien  que  le  déplace- 
ment  soit  nul,  ou  que  la  force  soit  nulle ,  ou  que  la  force 
soit  normale  au  déplacement.  On  peut  dire  aussi,  d'après  la 
formule  {2): pour  que  le  travail  élémentaire  soit  nul  il 
faut  et  il  suffit  ou  que  F  soit  nul,  ou  que  V  soit  nul,  ou 
que  F  soit  perpendiculaire  à  V. 

•        » 

77.  Expressions  analytiques  du  travail  élémentaire. 

r*  Première  expression  en  fonction  de  la  projection  de 
la  force  sur  la  tangente  à  la  trajectoire.  —  Imaginons,  comme 
au  n®  7S,  figure  97,  que  le  mobile  M  décrive  une  certaine  tra- 
jectoire sur  laquelle  on  a  pris  une  origine  O  et  un  sens  po- 
sitif des  arcs  s]  menons  la  tangente  MT  dans  le  sens  positif 
et  appelons  F^  la  projection,  sur  MT,  de  la  force  considérée  F 
appliquée  au  point  M. 

Supposons  que  le  mobile  M  subisse  un  déplacement  infi- 
niment petit  MM'  qui  fasse  croître  Tare  0M  =  5  de  la  quan- 
tité positive  ou  négative  ds.  Le  travail  élémentaire  corres- 
pondant de  F  est,  dans  tous  les  cas  de  figure, 

¥tds. 

En  effet,  si  ds  est  positif,  le  déplacement  MM'  se  fait  dans  le 
sens  MT  ;  on  a 

ds  =  M\r,      .cosFMT  =  cosFMM', 

et  le  travail  élémentaire  est 

F.  M  M' cosFMM'  =  F  ^5  cosFMT  =  F^  ds. 
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Si,  au  contraire^  ds  est  négatif,  le  déplacement  MM', se  faii 
dans  le  sens  opposé  à  MT,  on  a 

rf5=—MM',        cosFMT=  — cosFMM', 

et  le  travail  élémentaire  est  encore 

F .  MM'  cos  FMM'  =  F  rfs  cos  FMT  ==  F,  ds. 

Remarque.  —  En  appelant  v  la  valeur  algébrique  du  sec- 
teur vitesse  estimée  positivement  dans  le  sens  MT,  on  a 
ds  =  i>  dt  et  le  travail  élémentaire  peut  aussi  être  écrit 

F/  9  dt. 

2""  Deuxième  expression  en  fonction  des  projections  de  là 
force  sur  trois  axes  rectangulaires.  —  Soient  Xj  y^  z  le> 
coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires; X  -+•  dxj  y  -4-  dy^  z  -^  dz  celles  du  point  infiniment 
voisin  M';  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  force  F  sur  les  l^oi^ 
axes.  Les  cosinus  directeurs  de  la  force  F  et  ceux  du  dépla- 
cement MM'  sont 

Y       Z  dx  dy  dz 


F'     F'     F'         MM'     MM''     MM' 

Calculant  le  cosinus  de  Tangle  de  ces  deux  directions,  on  a. 
pour  l'expression  du  travail  élémentaire  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, 

(3)  F. MM'  cosFMM'=  ^dx  ^\  dy -^Zdz, 

Celle  formule  peut  aussi  s'établir  par  Papplication  des  théo- 
rèmes du  numéro  précédent.  Imaginons,  en  effet,  que  Ton 
considère  la  force  F  comme  la  résultante  de  trois  forces  X. 
Y,  Z  appliquées  en  M  et  dirigées  parallèlement  aux  trois  aif> 
de  coordonnées.  Le  travail  élémentaire  de  F  est  la  somme  de> 
travaux  des  trois  composantes  X,  Y,  Z.  Le  travail  de  X  e>i 
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égal  au  produit  de  X  par  la  projection  de  MM'  sur  la  direction 
de  X,  ou  encore  sur  Ox,  c'est-à-dire  dx]  il  est  donc  H^dx. 
Celui  de  Y  est  de  même  Y  dy.  Celui  de  Z,  Z  dz,  D*où  la  for- 
mule (3). 

78.  Exemples  : 

1®  Pesanteur.  —  Soit  un  point  pesant  de  masse  m]  pre- 
nons un  axe  O  z  vertical  ascendant  ;  supposons  que  le 
point  subisse  un  déplacement  MM'  qui  Tamène  de  la  cote  z 
à  la  cote  z  +  dz^  et  cherchons  le  travail  élémentaire  du 
poids  mg  de  ce  point. 

Actuellement  les  projections  de  la  force  considérée  sont 

X  =  o,        Y  =  o,        Zte=  —  mg. 

Donc  le  travail  élémentaire  est 

—  mg  dz. 

Si  le  point  monte  de  M  en  M',  le  travail  est  négatif;  s'il 
descend,  le  travail  est  positif;  s'il  reste  à  la  même  hauteur, 
le  travail  élémentaire  du  poids  est  nul. 

'2?  Travail  élémentaire  d'une  force  centrale.  -«  Soit  une 
force  centrale  issue  d'un  centre  O  et  agissant  sur  un  point  M. 
Appelons  r  la  distance  OM  et  convenons,  une  fois  pour 
toutes,  de  désigner  par  F  la  valeur  absolue  de  la  force 
centrale  précédée  du  si ^ne  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que 
cette  force  est  répulsive  ou  attractive. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  comme  unité  de  force  la  dyne, 
une  force  centrale  -j-  3  sera  une  force  répulsive  de  3  dynes, 
et  une  force  centrale  -—  2  sera  une  force  attractive  de  2  dynes. 

Cette  convention  faite,  supposons  que  le  point  M  subisse 
un  déplacement  infiniment  petit  MM'  qui  fait  passer  la  di- 
slance du  point  au  centre  O  de  la  valeur  OM  =  r  à  la  valeur 
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0M'=  r-\-  dr,  nous  allons  voir  que  le  travail  élémentaire  do 
la  force  centrale  F  est 

F  dr. 

Pour  cela,  prenons  trois  axes  rectangulaires  OXj  Oy,  Oz 
ayant  pour  origine  le  centre  des  forces;  les  cosinus  dîrec- 

teurs  de  la  demi-droite  OM  étant  ->  —  >  —  >  les  proiectionN 

r      r     r  r     j 

de  la  force  centrale  considérée  sont 

X  =  F-,         Y  =  F^,         Z  =  F-; 

r  r  r 

le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  donc 

F 
Xdx-hYdjy-^Zdz^  —  {x  dx  -h  y  dy  -h  z  dz) . 

Mais  la  relation  évidente 
donne,  par  difTérentiation, 

X  dx  4- J'  djr  -hzdz  =  r  dr. 

En  remplaçant  on  a,  pour  le  travail  élémentaire  cherché, 

F 

—  r  ££r  =  F  dr. 
r 

La  formule  est  donc  démontrée. 

On  peut  s'en  ï^endre  compte  géométriquement  en  remar- 
quant que  la  projection  de  MM'  sur  la  direction  OM  est,  à  un 
infiniment  petit  du  second  ordre  près,  OM' —  OM,  c'esl- 
à-dire  dr.  Le  produit  de  la  force  centrale  par  la  projeclion 
du  déplacement  sur  la  force  esl  alors,- en  grandeur  et  signe. 

Fdr. 
Par  exemple,  si  le  mobile  M  est  attiré  par  le  point  O  pro 
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portionnellement  à  la  distance,  la  force  centrale  considérée 
est  négative  et  a  une  expression  algébrique  de  la  forme 


son  travail  élémentaire  est 


—  A:'  /•  di\ 


Si  le  mobile  M  est  repoussé  par  O  proportionnellement  à 
la  distance,  la  force  centrale  est  positive  et  a  une  expression 
algébrique  de  la  forme 


F  =  A«r; 


son  travail  élémentaire  est 


A-«  /•  dr. 


^''g-  99- 


79.  Travail  total.  —  Considérons  un  mobile  M  {fig*  99) 
qui  subit  un  déplacement  fini,  en  partant  du  point  Mq  à 
Tinstant  t^^  et  arrivant  au  point  M| 
à  l'instant  ^i,  après  avoir  décrit  une 
courbe  MoM|,  suivant  une  certaine 
loi  de  mouvement.  Soit  F  une  des 
forces  agissant  sur  ce.  mobile;  on 
appelle  travail  total  de  la  force  F, 
correspondant  au  déplacement  fini 
considéré,  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  cette  force  pour 

tous  les  déplacements  infiniment  petits  successifs  dont  se 
compose  le  déplacement  fini. 

Ainsi,  on  divise  Tare  MoM|  en  parties  infiniment  petites 
MoM',  M'M",  M"M'^  ...  et  Ton  calcule  la  somme 

G  =  lim(Fo.MoM'cosFoMoM'4-F.M'M'cosrM'M'-i-...), 

Fo   désignant  la  détermination  particulière    que   prend  Ha 
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force  F  quand  le  mobile  est  en  Mo,  F'  la  détermination  de 
cette  force  quand  le  mobile  est  en  M',  ...  :  cette  somme  P 
est  le  travail  total  de  F. 

ExpreBBions  analytiques.  —  En  prenant  un  sens  positif  de<^ 
arcs  sur  la  trajectoire  et  appelant  F^  la  projection  de  F  sur  la 
tangente  menée  dans  le  sens  positif,  on  a 


S 


=j''Ftds, 


So  et  5|  étant  les  valeurs  de  s  correspondant  aux  positioa> 
initiales  et  finales;  cette  formule  exprime,  en  effet,  que  le 
travail  total  est  la  somme  des  travaux  élémentaires. 

Comme  ds  =  r  rf/,   on   peut  écrire   aussi,   en   prenant  t 
comme  variable  indépendante, 


G 


=  f    Ftvdt, 


Enfin,  en  coordonnées  rectangulaires,  on  peut  écrire 


6 


les  lettres  (Mo)  et  (M])  mises  comme  limites  indiquant 
qu^on  prend  la  somme  depuis  le  moment  où  le  mobile  est 
en  Mo  jusqu'au  moment  où  il  est  en  M|. 

80.  Exemples  : 

1°  La  force  est  constamment  normale  à  la  trajectoire.  — 
Dans  cette  hypothèse,  F^=  o  et 

G  =  o. 
Le  travail  total  est  nul. 
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2^  La  force  est  constante  en  grandenr,  direction  et  sens. 
Poids.  —  Imaginons  un  point  soumis  à  une  force  F  constante 
en  grandeur,  direction  et  sens;  choisissons  un  axe  fixe  0^, 
parallèle  à  F  et  de  même  sens  que  F.  On  a  alors 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  F. 

Le  travail  élémentaire  de  la  force  F  est  donc 

Fdz. 

Si  le  mobile  va  du  point  Mo  de  cote  Zo  au  point  M|  de 
cote  ^1,  par  un  chemin  quelconque,  le  travail  total  de  la 
force  F  est 


puisque  F  est  constant. 

Dans  ce  cas,  le  travail  total  de  F  est  donc  le  produit  de  F 
par  la  projection  du  déplacement  sur  la  force  F. 

Poids.  —  Si  nous  prenons,  en  particulier,  un  point  pe- 
sant, dans  un  champ  de  faible  étendue,  le  poids  mg  de  ce 
point  est  une  force  constante  en  grandeur,  direction  et  sens. 
Pour  un  déplacement  curviligne  quelconque  MqMi  du  point, 
le  travail  du  poids  est  le  produit  de  mg  par  la  projection  du 
déplacement  sur  la  verticale  descendante,  c'est-à-dire  par  la 
variation  (positive  ou  négative)  d'altitude  du  point. 

Si  le  point  descend  de  M©  en  Mj,  le  travail  est  positif; 
si  le  point  monte,  le  travail  est  négatif;  si  les  positions  ini- 
tiale et  finale  du  point  sont  à  la  même  altitude,  le  travail 
total  du  poids  est  nul. 

3°  La  force  est  centrale.  —  Soit,  avec  les  conventions 
faites  plus  haut  (n®  78),  F  la  valeur  algébrique  d'une  force 
centrale  agissant  sur  un  mobile  M  à  la  distance  OM  =  /•  du 


1 
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centre  O  des  forces.  Le  travail  élémentaire  est  F  dr  ;  si  donc 
le  mobile  passe  d'une  position  Mo  à  la  distance  ro  du  centre, 
à  une  position  M|  à  la  distance  Ti,  on  a,  pour  le  travail  total 
de  la  force  centrale, 


=/'■ 


Supposons,  par  exemple,  le  mobile  attiré  par  O  propor- 
tionnellement à  la  distance 

on  aura 

6=-^(rî-/-J). 

Ce  travail  ne  dépend  que  des  distances  initiale  et  finale 
du  mobile  au  point  O  :  il  est  positif,  négatif  ou  nul,  suivant 
que  le  mobile  s'est  approché  du  centre  des  forces,  s'esl 
éloigné  de  ce  point,  ou  se  retrouve  en  M|  à  la  même  distance 

« 

du  centre  qu'en  Mq. 

Supposons  un  mobile  attiré  par  O  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  On  aura 

expression  qui  donne  lieu  aux  mêmes  remarques  que  la  pré- 
cédente. 

4''  Force  constante  tangente  à  la  trs^ectoire.  — Imaginons 
une  force  constante  tangente  à  la  trajectoire  d'un  mobile  M 
et  dirigée  à  chaque  instant  en  sens  contraire  du  vecteur  vi- 
tesse; cherchons  le  travail  total  de  cette  force. 

Soit  k  la  valeur  absolue  de  la  force  constante  considérée. 
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Si  le  mobile  subil  un  diplaceraent  infiniment  petit  MM',  la 
force  est,  par  hypothèse,  dirigée  en  sens  contraire  de  ce  dé- 
placemefnt;  son  travail  élémentaire  est  donc  ^ 

—  AMM'. 

Le  travail  total  est  alors  la  somme  de  ces  travaux  élémen- 
taires 


—  k  Cmw. 


Mais  la  somme  des  déplacements  infiniment  petits  MM'  est 
évidemment  la  longueur  totale  du  chemin  parcouru  par  le 
mobile  pendant  le  temps  considéré.  Le  travail  total  est  donc 
égal  au  produit  de  —  k  par  le  chemin  parcouru. 

81.  Unité  de  travaiL  Dimensions  d'un  travaiL    — 

Lorsqu'on  a  choisi  les  unités  fondamentales,  les  forces  et  les 
longueurs  sont  mesurées  par  certains  nombres;  dès  lors,  le 
travail  est  aussi  exprimé  par  un  nombre.  U unité  de  ira\?ail 
est  un  travail  exprimé  par  le  nombre  i . 

Pour  la  définir,  imaginons  un  point  matériel  sollicité  par 
une  force  F  constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  subis- 
sant un  déplacement  rectiligne  MM'  dans  le  sens  même  de  la 
force  F.  Le  travail  total  de  la  force  F  pour  ce  déplacement 

est 

6  =  F. MM', 

car  la  projection  du  déplacement  sur  F  se  confond  avec  le 
déplacement.  Si  l'on  prend  F  =  i ,  MM'==  i ,  on  a 

6  =  1. 

U unité  de  travail  est  donc  le  travail  total  d'une  force 
constante  en  grandeur,  direction  et  sens,  égale  à  V unité 
de  force,  agissant  sur  un  point  qui  subit  un  déplacement 
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rectiligne  égal  à  V unité  de  longueur  dans  le  sens  de  la 
force. 

Premier  système  d'imités.  —  Si  Tuiiité  de  force  est  le  kilo- 
gramme-force et  Tunité  de  longueur  le  mètre,  l'unité  de  tra- 
vail que  nous  venoià&  de  définir  s'appelle  kilo  gramme  tre  : 
c^est  le  travail  d^une  force  égale  à  i^  force  agissuifc  sur  un 
point  qui  se  déplace  de  i*^  dans  le  sens  de  la  force. 

Deuxième  système  d'unités  :  système  C.G.S.  —  Dans  ce 
système  l'unité  de  travail  s'appelle  erg;  c'est  le  travail  d'une 
force  d'une  dyne  agissant  sur  un  point  qui  se  déplace  d'un 
centimètre  dans  le  sens  de  la  force. 

Exemples  :  i®  Un  point  pesant  dont  la  masse  est  2*  descend 
d'une  hauteur  de  3"  à  Paris  ;  quel  est  le  travail  du  poids  de 
ce  point?  Adoptons  le  système  C.G.S.  Dans  ce  système, 
l'accélération  due  à  la  pesanteur  à  Paris  est  exprimée  par  le 
nombre  980.  Le  poids  d'une  masse  2  est  donc 

mg"  =  a .  980  =  1 960. 

Le  travail  cherché  est  égal  au  poids  multiplié  par  la  dimi- 
nution d'altitude  qui  est  ici  de  3oo*"*.  Donc 

G  =  1960.300  =  588  000  ergs. 

Dans  le  premier  système  l'expression  numérique  de  ce 
même  travail  serait 

G  =  o^»",oo6. 

2^  Un  point  pesant  M,  d'une  masse  de  5oo8,  tombe  sur  la 
surface  de  la  Terre  d'une  hauteur  égale  à  la  distance  moyenne 
de  la  Lune;  quel  est  le  travail  dû  à  l'attraction  de  la  Terre 
sur  ce  point? 


é 
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Supposons  la  Terre  sphérîque  de  rayon  R  et  immobile. 
L'attraction  de  la  Terre  sur  un  point  M  à  une  distance  r  de 
son  centre  O  est  dirigée  vers  O  et  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  r.  Si  nous  adoptons  le  système  kilo- 
gramme-force, mètre,  la  force  attractive  qui  agirait  sur  le 
point  M  à  la  surface  de  la  Terre  (distance  R  du  centre)  se- 
rait -:  la  force  attractive  à  la  distance  r  sera  donc 

i  !^ 

Suivant  la  convention  faite  pour  les  forces  centrales,  celte 
force  centrale  a  pour  valeur  algébrique 

Son  travail  élémentaire  esl 

et  son  travail  total  depuis  r=6oR  (distance  de  la  Lune) 
jusqu'à  r  =  R  (surface  de  la  Terre)  est 


G 


^K'^dr 


L'intégrale  indéfinie  étant 

I  R« 


2      /' 


on  a 


5  =  iR(.--i)  =  i|?R. 

2        \  60/  2    60 


Mais,  en  mètres, 

R  =  6  366  000, 


I 
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donc 

^  =  -  -^6  366ooo  kilogrammètres  =  SiàggSo  kilogrammètres. 
2.  60 

Dimensions  d'un  travail.  —  Un  travail  est  une  somme  de 
termes  de  la  forme 

fe=  rF.MM'cosFMM'. 

Supposons  qu'on  prenne  comme  unités  fondamentales  les 
unités  de  longueur,  masse  et  temps.  Si  Ton  change  d'unités, 
en  prenant  une  unité  de  longueur  X  fois  plus  petite,  de  masse 
IL  fois  plus  petite  et  de  temps  t  fois  plus  petite,  F  devient 

F-^;  MM'  qui  est  une  longueur  devient  MM'X;  cosFMM' 

qui  est  un  nombre  abstrait,  un  rapport,  ne  change  pas  ;  donc 
G  devient 

Le  travail  est  donc,  par  rapport  aux  unités  de  longueur, 
masse,  temps  des  dimensions, 

LïMT-«. 

On  retrouve  immédiatement  ces  dimensions  en  remarquant 
que  ce  sont  les  dimensions  du  produit  d* une  Jorce  par  une 
longueur. 

Par  rapport  aux  unités  fondamentales  de  longueur,  temps, 
force,  un  travail  a  pour  dimensions 

FL. 

82.  Calcul  effectif  du  travail  total.  Cas  général  où  la 
force  dépend  du  temps  ou  de  la  vitesse.  -^  Dans  le  cas 
le  plus  général  qui  puisse  se  présenter,  une  force  F  appliquée 
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à  un  mobile  dépend  de  la  position  du  mobile,  de  sa  vitesse  et 
du  temps;  de  sorte  que  les  projections  X,  Y,  Z  de  la  force 

sur  les  axes  sont  des  fonctions  données  de  j:,  j^,  s,  -j->  -^> 

dz 

-TJ9  t.  Dans  ce  cas,  pour  calculer  le  travail  total  6,  depuis 

une  position  Mo  jusqu'à  une  position  M|  du  mobile,  Wfaut 
connaître  le  mouvement  du  mobile  de  Mq  en  M|,  c'est- 
à-dire  les  expressions 

des  coordonnées  du  mobile  en  fonction  du  temps.  En  pre- 
nant alors  t  comme  variable  indépendaïUe  dans  l'intégrale 


=  /        \dx^\dy^Zdz, 


on  voit  que  X,  Y,  Z  deviennent  des'  fonctions  de  t;  dx,  dy, 
dz  sont  remplacés  par/'(^)rf/,  ^'{t)dt^  ^'(t)dt  et  l'inté- 
grale prend  la  forme 


(a 


d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  ©. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  cas  général  et  nous  exami- 
nerons en  détail  le  cas  important  où  la  force  dépend  seule- 
ment de  la  position  du  mobile. 

83.  Champ  de  forces. —  Imaginons  un  point  matériel  de 
masse  m  sollicité  par  une  force  F  qui  dépend  uniquement  de 
la  position  du  point,  et  non  de  sa  vitesse,  ni  du  temps.  On 
peut  alors,  à  chaque  point  M  de  l'espace,  faire  correspondre 
une  force  F,  à  savoir  la  force  qui  agirait  sur  le  point  maté- 
riel considéré  s'il  occupait  la  position  M.  L'ensemble  de  ces 
forces  F,  quand  le  point  M  occupe  successivement  toutes  les 

A..  »7 
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positions  possibles,  forme  ce  qu^on  appelle  un  champ  dr 
forces. 

Les  champs  de  forces  qui  se  présentent  en  Physique  et 
eix  Mécanique  ont  tous  ce  caractère  que,  si  Ton  remplaçait  le 
point  matériel  considéré  de  masse  m  par  un  autre  point  de 
masse  différente  m',  la  force  F'  qui  solliciterait  le  point  m* 
dans  une  position  déterminée  M  aurait  même  direction  rt 
même  sens  que  la  force  F  agissant  sur  m  dans  la  même  posi- 
tion et  posséderait  une  intensité  liée  à  celle  de  F  par  la  re- 
lation 

FF' 

m        m 

En  jd'autres  termes,  si  l'on  change  la  masse  du  point  placv 
dans  le  champ,  les  directions  et  les  sens  des  forces  du  champ 
restent  invariables,  mais  leurs  intensités  varient  proportion- 
nellement à  la  masse  du  point. 

On  appelle  alors  intensité,  direction  et  sens  du  champ 
en  un  point  M  l'intensité,  la  direction  et  le  sens  de  la  force/ 
qui  agirait  sur  un  point  de  masse  i  placé  en  M.  Si  celle 
force/ est  connue,  la  force  agissant  sur  un  point  de  masse  m 
placé  en  M  est 

F  =  /7i/; 

sur  un  point  de  masse  m\ 

F  =  m'/, 


•  •  •  • 


L'intensité  du  champ  en  un  point  M  est  donc  la  valeur 
commune  des  rapports  (i)  en  ce  point. 

Analytiquement,  un  champ  sera  défini  comme  il  suit. 
Prenons  trois  axes  rectangulaires  Oxyz\  soit  M  un  point  de 
coordonnées  x^  y^  z]  si  l'on  plaçait  en  M  un  point  de 
niasse  m,  il  serait  sollicité  par  une  force  F  de  projections  \, 
Y,  Z.  lia  force  F  étant  déterminée  dès  que  le  point  M  e^i 
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connu,  X,  Y,  Z  sont  des  fondions  uniformes  de  x^y,  z 


(^) 


Y  =  ^(t,  y,  5), 
z  —w{x,y,  z). 


Sur  un  point  de  masse  i  placé  en  M  agirait  une  force  / 
dont  les  projections  seraient 


(f) 


X 


m 


m 


m 


le  vecteury* ainsi  défini  représenta  Tintensi té,  la  direction  et 
le  sens  du  champ  au  potal  M. 


Lignes  de  forces  du  champ.  —  Une   ligne   de  forces  du 
champ  est  une  ligne  telle  que  la 
force  correspondant  à  chaque  ^^'  '^' 

point  de  la  ligne  lui  soit  tan-  .^i 

gente(yt^.  loo). 

On  convient  de  choisir  sur 
une  ligne  de  forces,  comme 
sens  positif,  le  sens  dans  lequel 
est  dirigée  la  force  en  chaque 

point  de  la  ligne  :  on  marque  ce  sens  par  de  petites  ilèches 
placées  le  long  de  la  ligne. 

Équations  différentielles  des  lignes  de  forces.  —  Imagi- 
nons une  ligne  de  forces  C;  appelons  dx^  dy^  dz  les  dif- 
férentielles correspondant  à  un  déplacement  infiniment  petit 
effectué  sur  celte  ligne  à  partir  du  point  M(x,  y^  z).  Les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  sont  proportionnels 
à  dxj  dy,  dz;  d'autre  part,  les  cosinus  directeurs  de  la 
force  F  agissant  au  même  point  M  sont  proportionnels  à  X, 
Y,  Z.  La  tangente  se  confondant  en  direction  avec  la  force, 
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on  a,  tout  le  long  d'une  ligne  de  forces, 

dx       dy       dz 

Ces  équations,  dans  lesquelles  on  remplace  X,  Y,  Z  par 
leurs  expressions  en  x^y^  2,  définissent  les  lignes  de  force». 
On  peut  les  considérer  comme  définissant  ^  et  2  eo  fonction 
de  la  variable  indépendante  x.  En  les  intégrant  on  obtiendra 
jK  et  2  en  fonction  de  x  et  de  deux  constantes  arbitraires  : 
on  aura  ainsi,  sous  forme  finie,  -les  équations  des  lignes  de 
forces. 

Exemples  :  i^  Champ  de  la  pesanteur  sur  une  petite  éten- 
due. —  Nous  avons  déjà,  au  n®  67,  étudié  le  champ  de  la 
pesanteur.  Si  Ton  imagine  une  masse  m  placée  en  un  point 
quelconque  M,  la  force  F  du  champ  est  alors  verticale,  dirigée 
vers  le  bas  et  égale  à  mg  :  les  forces  du  champ  sont  donc 
constantes  en  grandeur,  direction  et  sens. 

La  force/ qui  agirait  en  un  point  du  champ  sur  l'unité  de 
masse  serait  verticale,  descendante  et  égale  à  g.  L'intensité 
du  champ  en  un  point  quelconque  est  donc  exprimée  par  le 
même  nombre  que  Taccélération  due  à  la  pesanteur. 

Les  lignes  de  forces  sont  évidemment  des  droites  verti- 
cales descendantes  ;  ces  droites  sont  en  effet  des  lignes  en 
chacun  des  points  desquelles  la  tangente  est  verticale,  et  la 
force  est  dirigée  vers  le  bas. 

Analjtiquement,  en  prenant  un  axe  Oz  vertical  ascen- 
dant, on  a 

X  =  o,        Y  ==  0,        Z=  —  mg\ 
les  lignes  de  forces  ont  pour  équations  différentielles 


dx  _  dy 


dz 


ol         o        —  m^  ' 


d'où 


et,  en  intégrant, 
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do?  =  o,         dy  =  o 


2?  =  a,        y  =  by 


a  et  b  désignant  des  constantes  arbitraires.  Ces  équations 
représentent  des  droites  verticales. 

2^  Attraction  de  la  Terre,  supposée  sphérique  et  formée 
de  couches  concentriques  homogènes,  sur  un  point  extérieur. 
—  La  Terre  étant  supposée  sphérique  et  formée  de  couches 
concentriques  homogènes,  son  attraction  sur  un  point  exté- 
rieur est  dirigée  vers  le  centre  de  la  Terre  et  varie  en  raison- 
inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre. 

Soient  O  le  centre  de  la  Terre  regardé  comme  fixe,  R  son 
rayon.  A  la  surface  de  la  Terre  Tatlractibn  se  confond  sensi- 
blement avec  le  poids  mg  ;  en  un  point  M,  à  la  distance  r  du 
centre  O,  l'attraction  est  une  force  dirigée  dans  le  sens  MO, 
dont  l'intensité  est 

R« 

Le  champ  de  forces  ainsi  défini  est  un  champ  de  forces 
centrales  dirigées  vers  le  centre  O;  Pintensité-du  champ  en 

un  point  M  est 

R« 

^  /.t  *  • 

Les  lignes  de  forces  sont  évidemment  des  droites  qui  con- 
vergent vers  le  centre  O  {voir  figure  86). 

Analytiquement,  en  prenant  trois  axes  rectangulaires 
d'origine  O,  on  a 


Oi 
de 


due 

pess 


mém 

Le 

caies 

chacu 

Ani 
dan(, 


les  Jigi 
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« 

Les  lignes  de  forces  ont  pour  équations   différentielles, 
(  après  suppression  du  facteur  —  m  g  -7  )> 


dx  ___  dy       dz 
X  ~  'y   "    z' 

Egalant  le  premier  rapport  au  dernier,  on  a 

dx  __  dz 
X  ^   z 
d'où,  en  intégrant, 

. ,,  (  La?  =  I>a-+-  La, 

^^>  }     x  =  az; 

égalant  lé  deuxième  rapport  au  dernier,  on  a  de  même 

(5)  y  —  bz. 

Ces  deux  équations  (4)  6t(5),  où  a  et  6  sont  des  constantes 
arbitraires,  définissent  des  droites  concourant  en  O. 

Remarque.  —  Le  même  calcul  s'applique  à  la  recherche 
des  lignes  de  forces  dans  tous  les  champs  de  forces  centrales. 

3**  Autre  exemple.  —  Imaginons  un  point  de  masse  m 
sollicité  par  une  force  définie  comme  il  suit.  Soit  O  z  une 
droite  fixe,  M  une  position  du  point;  la  force  F  agissant  en  M 
est  perpendiculaire  au  plan  zOM  dans  un  sens  déterminé  et 
est  une  fonction  donnée  de  la  distance   r  du  point    M  à 

Taxe  Oz 

F  =  mo{r). 

Dans  ce  cas,  l'intensité  du  champ  en  M  est  ©(r).  I^ 
Géométrie  montre  immédiatement  que  les  lignes  de  force^ 
sont  des  circonférences  ayant  leur  plan  perpendiculaire  à  O  ^ 
et  leur  centre  sur  Oz. 

\naljtiquement,  en  prenant  deux  axes  Ox  et  O^  formant 
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avec  O5  un  trièdre  Irireclangle  et  supposant  que  F  est  dirigée 
par  rapport  à  O5  dans  le  sens  de  rotation  qui  amènerait  Ox 
sur  O^,  après  une  rotation  d'un  angle  droit,  on  a 

X  =  — -^F,        Y  =  -F,        Z=.o. 
Les  équations  difTérenti elles  des  lignes  de  forces  sont  donc 


dx 


^<fy^àz^ 


on  en  déduit 


et  en  intégrant 


—y       X        o 

X  dx  -^  y  dy  =zQ 
dz  =^  o 


a  elb  désignant  des  constantes.  Ces  équations  représentent 
les  circonférences  définies  plus  haut. 

84.  Calcul  du  travail  effectué  par  la  force  d'un  champ 
sur  un  point  qui  se  meut  dans  le  champ.  —  Pour  résoudre 
ce  problème  il  suffît  de  connaître  la  courbe  C  que  le  mo- 
bile a  suivie  de  M©  en  M|  ;  il  est  inutile'  de  connaître  la 
façon  dont  cette  courbe  est  parcourue,  de  sorte  que  le 
calcul  du  travail  total  devient  un  problème  de  Géométrie, 
En  effet,  il  s'agit  de  calculer  l'intégrale 

G=/       Xdx-^Xdy-^Zdz 

le  long  de  la  courbe  C,  X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  données 
des  coordonnées  x.  y,  ^.  Or,  on  peut  toujours  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  M  de  l'arc  Mq  M|  de  la  courbe  C  eu 
fonction  d'un  paramètre  q 

x=Aigh      y-fx{(j)^      ^^Mq)> 
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ce  paramètre  variant  de  ^o  à  ^i  quand  M  parcourt  Tare  Mq  M|. 
Les  composantes  X,  Y,  Z  deviennentalors  des  fonctions  de  7 
le  long  de  la   courbe  ;  dx^  dy^   dz  deviennent  /'{(^W^. 
f'i{9)^9'>  f\^4)^  ^^  l'intégrale  prend  la  forme 


S 


=  /      ^{q)dq. 


formule  qui  permet  de  calculer  G. 

Si  la  même  courbe  était  parcourue  par  le  mobile  en  sem 
contraire,  de  M|  à  M©,  le  travail  total  de  la  même  forcf 
serait  —  fc,  car  il  serait  donné  par  la  même  intégrale  dan^ 
laquelle  on  aurait  interverti  les  limites. 


Exemples.  —  Soit,  dans  le  plan^OjK,  un  mobile  M  souiih> 

à  une  force  F,  située  dans  c« 
plan,  ayant  pour  composante^ 


Fig.   101. 


<y 

B 

i 

0 

■ 

A 

X 

X=y\         Y=-.:r«, 


Z  =  u. 


Décrivons  de  O  comme 
centre,  avec  Tunité  comme 
rayon,  un  arc  de  cercle  ACB 
(Jig-  101)  limité  aux  deui 
axes  O  j:  et  Oy  en  A  et  B,  et 
cherchons  le  travail  total  de  F 

en  supposant  que  le  mobile  suive  le  chemin  ACB.  Il  fa"l 

calculer 

f      jr^  dx  —  x^  dy 

(A) 

le    long    de    l'arc    ACB;    Soit   M    un    point    de    cet   arc. 
q  l'angle  AOM  ;  on  a,  puisque  OM  =  1 , 

37  =  ces  y,  j^  =  siny, 

da?  =  —  s'mqdq^         dy  =  cosq  dq; 
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.enfin  a  varie  de  o  à  -  •  Donc 

2E 

4/0 

Or,  on  a 

—  /  sîn*^  dq  =  /  (1  —  cos*^)  dco^q  =  cosq —  -  cos»y. 

La  première  intégrale  est  donc  —  r«  La  deuxième  se  cal- 
cule de  même  et  a  la  même  valeur,  d'où 

On  vérifiera,  par  un  calcul  du  même  genre,  qpe  le  tra- 
vail total  de  la  même  force,'  pour  un  déplaeement  effectué 

de  A  en  B  le  long  de  la  corde  AB,  est  —  a*  c'est-à-dire  la 
moitié  du  précédent. 

• 

85.  Cas  particulier  dans  lequel  le  travail  total  dépend 
uniquement  des  positions  initiale  et  finale  du  mobile; 
fonction  de  forces;  potentiel.  —  On  rencontre  fréquem- 
ment, en  Physique  et  en  Mécanique,  des  champs  de  forces 
dans  lesquels  le  travail  total  de  la  force  du  champ  dépend 
uniquement  de  la  position  initiale  Mq  et  de  la  position 
finale  M|  du  mobile  et  non  du  chemin  suivi  entre  les  deux. 
Ces  champs  sont  caractérisés  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  le  travail  total  d'une  force  F 

d^un  champ  dépende  seulement  des  positions  initiale  et 

finale  du  mobile,  il  faut  et  il  suffit  que  V expression  du 

travail  élémentaire  \dx  -^Y  dy -[-Zdz  soit  identique  à 


266  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

la  différentielle  totale  d^  une  fonction  uniforme  U(jr,  r,  z) 
des  coordonnées  x^  y,  z  du  mobile. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  —  £n  effet,  supposons  que 
le  travail  total  dépende  seulement  des  positions  initiale  e( 
finale  du  mobile.  Prenons,  dans  le  champ,  un  point  fixe 
déterminé  P  et  un  point  variable  M  de  coordonnées  Xy  y^  z. 
Par  hypothèse,  fe  travail  S(P,  M)  de  la  force  F,  quand  le 
mobile  va  de  P  en  M,  dépend  uniquement  des  po'silions  des 
points  P  et  M.  Si  donc  on  laisse  fixe  le  point  P,  le  tra- 
vail G(P,  M)  est  une  certaine  fonction  uniforme  U(<r,  y,  z\ 
des  coordonnées  du  point  M;  car,  ce  point  étant  choisi,  le 
travail  G(P,  M)  a  une  valeur  unique.  On  peut  donc  écrire 

(6)  6(P;M)  =  U(:r,^,3). 

Cherchons  maintenant  le  travail  Ç(Mo,  M|)  de  la  force  F, 
quand  le  mobile  passe  d'une  position  Mo(^o>  J^o?  ^o)  à  une 
position  M,  (xi,^!,  J5|).  Pour  cela,  remarquons  que  le  tra- 
vail S(P,  Mo),  de  P  en  M©,  par  un  chemin  quelconque 
est  U(^Oî  y^-i  ^o);  le  .travail  G(P,  Mj),  de  P  en  M,, 
U(j;i,^i,  Z|).  Considérons,  en  particulier,  un  chemin  PMoMi 
allant  de  P  en  M,,  en  passant  par  M©.  Le  travail  C(P,  M,», 
le  long  de  ce  chemin,  est  la  somme  des  travaux  de  P  -en  M, 
et  de  Mo  en  M|  ;  donc 

G(P,  Mi)  =  C^(P,  Mo)4-(5(Mo,  Mo, 

ou,  en  transposant  et  remplaçant  6(P,  M|)  et  S(P,  M©)  par 
leurs  expressions 

G(Mo,  M,)  =  U(ari,^i,  ^i)  — UCaro.^'oi  ^sô). 

On  voit  que  le  travail,  le  long  d'un  chemin  quelconque, 
entre  deux  points  Mo  et  M|,  est  la  différence  des  valeurs  de 
la  fonction  U  aux  deux  points. 

Prenons,  en  particulier,  deux  points  infiniment  voisins  M 
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et  M',  de  coordonnées  x,  y,  z  et  ^  H-  dx,  y  -f-  dy^  z  -^  dz; 
le  travail  élémentaire  de  M  en  M'  est  la  différence  des  valeurs 
de  la  fonction  U  en  ces  deux  points,  c'est-à-dire  la  différen- 
tielle d[J(x,yj  5),  et  Ton  a  identiquement 

le  travail  élémentaire  est  donc  bien  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  uniforme  des  coordonnées  du  mobile. 

■ 

2"^  La  condition  est  sui&sante.  —  En  effet,  si  le  travail 
élémentaire  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uni- 
forme l](Xjyj  2),  le  travail  total,  de  Mo  en  Mi, 

6(Mo,  Mi)=  /       Xdx^Ydy-hZdz 

peut  s'écrire 

©(Mo,  Mt)=  /        d{](x,y,z). 

L'intégrale  indéfinie  est  alors  U  {x,  y,  z),  et  le  travail 

G(Mo,  Mi)  =  V{xi,yi,Zt)  —  \](xo,yQ,  Zo) 

est  évidemment  indépendant  du  chemin  suivi  de  Mo  en  M|. 

Fonction  des  forces.  —  Lorsque  le  travail  élémentaire 
d'une  force  F  est  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
U(^j^,  5),  cette  fonction  s'appelle /o/ic^/o/i  des  forces  ;  on 
dit  aussi  que  le  champ  de  forces  F  dérwe  de  la  fonction 
U(^,  y,  z).  On  a  alors,  identiquement,  d'après  la  définition 
des  différentielles  totales, 

(  7  )  Xdx  -^"Y  dy  -^  Zdz  =  '—'  dx  -h  -r^dy  -^  —~  dz. 

^  '  -^  dx  â/    '^        dz 

quels  que  soient  Xy  y^  z,  dx,  dy,  dz.  On  en  déduit,  pour  les 
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trois  projections  de  la  force  F,  les  expressions 


Potentiel.  —  On  dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  les  forces  dé- 
riyeDl  d^un  potentiel \(x,  y,  z),  qui  est  égal  à  la  fonction 
des  forces  changée  de  signe 

En  introduisant  ce  potentiel,  on  a,  pour  les  projections  de 
la  force. 


86.  Surfaces  de  niveau.  —  Voici  quelques  remarques 
importantes  sur  le  cas  où  il  existe  une  fonction  des  forces  V. 

i"  Projection  de  la  force  snr  une  demi-droite    donnée; 

dérÏTée  de  la  fonction  des  forces  dans  nne  direction  donnée. 

—  Soient  M(x,^',  z)  une 


position  du  point  matériel 


point  M'  infiniment  voi 

et  appelons  U  et  U'=  L 

forces  aux  deux  points  I 

Le  travail  de  la  force 
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d'autre  pari,  il  est  égal  à  la  l'anation  infiniment  petite  dV  de 
la  fonction  des  forces,  de  M  en  M'  ;  on  a  donc 

(y)  FLdl  =  dV,         F|.= 


-ST' 


On  appelle  ce  quotieat  -jv  la  dérivée  de  U  suivant  la 
demi-droite  ML  :  celle  expression  rappelle  le  fait  que  Fi_  est 
là  limite  du  rapport 


MM' 


quand  M' tend  vers  M  en  suivant  la 
Les  formules  établies  plus  haut 


sont  des  cas  particuliers  de  la  formule  générale  (9)  que  nous 
venons  d'établir  :  elles  donnent  les  projections  de  la  force 

s"r  trois  demi-droites  issues  de  M  et  parallèles  aui  directions 

positives  des  aies. 

""«WB  de  nive&u.  —  Les  surfaces  ayant  pour  équation 

U(3-,j,*)=C, 

v>o  L.  désigne  une  consUnte.  se  nomment  sur/aces  de  niveau. 
En  faisant  varier  C  d'une  manière  continue,  on  a  une  suite 
(le  surfaces  (elles  que,  par  tout  point  de  ta  région  de  l'espace 
oà  Uesl  dé    fini*.   ^»==-  ..n»  A.  .«  s,.rfarP, 

I  une  posi- 
ticulière  S 
de  ce  que 
I ruelles  du 
rite  sous  la 
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forme 

U  -  G  =  o. 

On  peut  le  voir  aussi  en  remarquant  que,  pour  un  déplace- 
ment infiniment  petit  quelconque  MM"  effectué  sur  cette 
surjaee,  S  {feg^  (0^)7  ^  JMfeoitielie  dU  esi  xmUe,  car  U  est 

constant  sur  S;  le  travail  correspon- 
dant de  F  étant  égal  à  d\]  est  donc 
nul  et  la  force  est  normale  au  dépla- 
cement MM*;  cette  propriété  ayant  lieu 
pour  tous  les  déplacements  infiniment 
petits  effectués  sur  S,  la  force  F  est 
normale  à  S. 

La  force  F  est  dirigée,  par  rapport  à  la 
surface  de  niveau  passant  en  M,  du  côté 
où  U  va  en  croissant.  —  La  surface 
de  niveau  S  divise  Tespace  voisin  de  M  en  deux  régions  :  sur 
la  surface,  U  est  constant  et  égal  à  C;  aux  points  placés  infi- 
niment pi^s  de  la  surface  S,  d'un  certain  côté,  U  prend  des 
valeurs  supérieures  à  C;  aux  points  placés  infiniment  près, 
de  l'autre  côté,  U  prend  des  valeurs  inférieures  à  C. 

Menons  en  M  la  normale  MN  à  S  du  côté  où  U  va  en  crois- 
sant, c'est-à-dire  prend  des  valeurs  supérieures  à  C.  Il  faut 
montrer  que  F  est  dirigée  dans  le  sens  MN.  Actuellement, 
la  projection  de  la  force  F  sur  la  demi-droite  MN  coïncide 
avec  la  force  même  :  cette  projection  est  positive  ou  néga- 
tive suivant  que  la  force  est  dirigée  dans  le  sens  MN  ou  en 
sens  contî'aire.  Nous  voulons  montrer  qu'elle  est  positive. 
Or,  si  l'on  prend,  sur  MN,  un  point  Mj  infiniment  voisin 
de  M,  et  si  l'on  appelle  U  et  U|  les  valeurs  de  la  fonction  des 
forces  aux  points  M  et  M|,  cette  projection  a  pour  valeur  la 
dérivée  de  U  suivant  MN,  c'est-à-dire 
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comme  Uj  est  plus  grand  que  U,  par  hypothèse,  cette  limite 
est  bien  positive.  La  force  F  est  donc  dirigée  du  côté  où  U 

va  en  croissant,  et  est  égale  à  la  dérivée  ^  prise  suivant  la 

normale  MN. 

Le  long  d'une  même  surface  de  niveau,  la  force  varie  en 
raison  inverse  de  la  portion  de  normale  comprise  entre 
cette  surface  et  une  surface  de  niveau  infiniment  voisine* 
—  En  effet,  traçons  une  surface  de  niveau  Sj,  infinnnent 
voisine  de  S  du  côté  où  U  va  en  croissant  {Jiff,  io3)  :  cette 
surface  S|  coupe  une  normale  telle  que  MN  à  S  en  un 
point  M|  ;  comme  la  fonction  U(^,  y,  z)  prend  une  valeur 
constante  C  sur  S  et  une  valeur  constante  C-f-s  sur  Sj, 
l'expression 


F  =  lira 


U.  —  U 


MiM, 
donne 


(10)  F  =  lim 


MM,  ' 


où  e  est  constant  pour  toutes  les  positions  de  M  sur  la  sur- 
face S;  la  force  F,  le  long  de  S,  varie  donc  en  raison  inverse 
de  MMj ,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Les  lignes  de  forces  du  champ  sont  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  surfaces  de  niveau,  sur  lesquelles  on  prend, 
conmie  sens  positif,  le  sens  des  U  croissants.  —  En  effet, 
en  chaque  point»M  d'une  ligne  de  forces,  la  force  MF  est  tan- 
gente à  cette  ligne  et  normale  à  la  surface  de  niveau  passant 
par  M  ;  la  ligne  de  forces  coupe  donc  orthogonalement  la  sur- 
face de  niveau.  En  outre,  comme  la  force  est  dirigée  du  côté 
des  U  croissants,  le  sens  positif  des  lignes  de  forces  est  celui 
des  U  croissants. 

Figuration  du  champ  dérivant  d'une  fonction  U.  —  On 
peut  alors  représenter  approximativement  la  distribution  des 
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forces,  dans  le  champ  considéré,  de  la  façon  suivante.  Soiu 
une  quantité  positive  constante  chotsie  d'autant  plus  petite 
qu'on  désire  une  approximation  plus  grande.  Construisons 
les  surfaces  de  niveau 

U  =  G,         U  =  e,  U  =  ae,  ..   ,        V  =  m,  — 

U=  — £,        LJ  =  —  as,         ...,        U=  —  A's, 

et  numérotons  ces  surfaces  o,  i,  2,  ...,  n,  ....  —  i,  —  2, .... 

/t  ^  • .  •  • 

En  un  point  M  d'une  quelconque  de  ces  surfaces  S  numé- 
rotée p,  menons  la  normale  du  côté  de  la  surface  S|  numé- 
rotée ^  -h  I  et  appelons  Mj  le  point  de  rencontre  de  celte 
normale  avec  S|  :  la  force  en  M  est  dirigée  dans  le  sens  MMt 
et  a  pour  valeur  approchée 


F  = 


MM, 


Si  l'on  trace  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  surface>. 
on  a  les  lignes  de  forces.  La  ligne  de  forces  passant  par  1^* 
point  M  de  Sj  coupe  S  orthogonalement;  l'arc  de  celte  ligne 
compris  entre  les  surfaces  très  rapprochées  S  et  S|  peut  être 
approximativement  confondu  avec  MMj ,  de  telle  sorte  qu'aux 
divers  points  M  de  l'espace  la  force  varie  en  raison  inverse  de 
Tare  de  ligne  de  forces  compris  entre  la  surface  S  passani 
par  M  et  la  surface  S|  infiniment  voisine. 

Quand  le  mobile  passe  d'un  point  de  la  surface 

U  =  /  £ 

à  un  point  de 

le  travail  est  {p —  A*)e. 

87.  Exemples  : 

1  *  U  existe  une  fonction  de  forces  pour  une  foroe  perpea- 
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diculaire  à  un  plan  fix6  et  fonction  de  la  distance  à  ce  plan.  — 
En  effet,  prenons  le  plan  fixe  pour  plan  des  xj^;  la  force  est 
parallèle  à  O3  et  fonction  de  la  cote  z  du  point  M.  On  a 

alors 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  ^{z). 

Le  travail  élémentaire  Zdz  ou  f(z)dz  est  la  difi<érentielle 
totale  de  la  fonction 


u  =y?(- 


)dz. 


V  dépendant  de  la  seule  coordonnée  5,  les  surfaces  de  niveau 
sont  des  plans  horizontaux,  les  lignes  de  forces  des  droites 
verticales. 

Ainsi,  la  force  étant  le  poids  du  point  M,  on  a,  en  pre- 
nant O^  positivement  suivant  la  verticale  ascendante, 

Z= — niffy         r= — m^5 -f- const. 

Les  surfaces 

U  =  o,        U=±e,        U==t26, 

sont  ici  des  plaus  horizontaux  équidistants  :  le  champ  est 
uniforme 

Si  l'on  prend 

la  force  est  dirigée  vers  le  plan  xOy  et  varie  en  raison  in- 
verse du  cube  de  la  distance  à  ce  plan.  Alors  on  peut 
prendre 

Ici  U  est  essentiellement  positif,  la  surface 

U  =  /t£ 

A.  18 
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se  compose  de  deux  plans 


symétriques  par  rapport  à  xOy. 

Si  l'on  donne  à  n  les  valeurs  o,  1,2,  . . .,  00,  on  voit  que 
ces  plans  se  rapprochent  du  plan  des  xy  en  se  resserrant 
de  plus  en  plus,  ce  qui  est  conforme  aux  théorèmes  géné- 
raux, car  la  force  augmente  à  mesure  qu'on  approche  du 
plan  des  xy, 

2^  Il  existe  une  fonction  des  forces  pour  une  force  issue 
d'un  centre  0  et  fonction  de  la  distance  du  mobile  au 
point  O.  —  En  effet,  appelons  r  la  distance  OM  et  convenons, 
comme  plus"  haut,  d'appeler  F  la  valeur  algébrique.de  la  force 
centrale  estimée  positivement  dans  le^sens  OM.  Le  travail 
élémentaire  de  F  est 

si  donc  F  est  une  fonction  ^{r)  de -la  distance,  le  travail 
élémentaire  est  la  différentielle  de  la  fonction 


U=  f<f(r)dr. 


La  fonction  U  dépendant  de  la  seule  variable  r,  les  sur- 
faces de  niveau  sont  des  sphères  de  centre  O  ;  les  lignes  de 
forces,  des  droites  issues  de  O. 

Par  exemple,  si  le  mobile  est  attiré  par  un  centre  lîxe*0 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  on  a 

Alors 

U  =—  f  ^dr=  ^-  ^-const. 
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Comme  U  est  positif,  les  surfaces  de  niveau  seront  les 
sphères 


ou 


—  =  /le, 


nt 


n  =  Oj  -hi,  -4-2,  4-3,  .... 

Ces  sphères  ont  des  rayons  décroissants  :  elles  tendent 
vers  O  en  se  resserrant  de  plus  en  plus. 

3**  Si  plusieurs  forces  F],  F^,  ...,  F,,,  appliquées  à  un 
point  M,  dérivent  séparément  de  fonctions  de  forces  Ui, 
l^si  •••)  U/«,  teur  résultante  F  dérive  aussi  d'une  fonction  U 
égale  à  Ui-4- Ui-h. .  .-H  U«.  —  En  effet,  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  quelconque  MM',  les  travaux  élémentaires 
des  composantes  F|,  F3,  .. .,  F„  sont,  par  hypothèse,  dL\, 
é/(J2,  . . .,  dl],i'j  le  travail  de  la  résultante  est  donc 

c'est-à-dire 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

4®  Soient,  par  exemple,  deux  centres  A  et  B  attirant  cha- 
cun un  point  M  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
l'attraction  du  point  A  à  l'unité  de  distance  étant  4  dynes  et 
celle  de  B,  i  dyne.  Appelons  rt  et  r2  les  distances  de  M  aux 
deux  centres,  Fj  et  F^  les  attractions  respectives  des  deux 

centres  :  ces  attractions  ont  pour  valeurs  algébriques ^ 

et ^  •   Si  le  point  M  subit  un  déplacement  infiniment 

petit  MM',  le  travail  élémentaire  de  F|  est  —  -^dr^,  celui 

''1 
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de  Fo, 5  dr^  ;  le  travail  élémentaîre  de  la  résultanle  F  dt^-i 

deux  attractions  est  donc 

m 

ce  travail  est  la  différentielle  totale  de  la  fonction 

La  résultante  F  dérive  donc  de  la  fonction  U. 
Les  surfaces  de  niveau 

U  =  C 

sont  évidemment  de  révolution  autour  de  AB  :  il  suffit,  pour 
les  déterminer,  de  connaître  leurs  traces  sur  un  plan  passant 
par  AB,  traces  qu'on  peut  appeler  lignes  de  niveau.  Ces 
lignes  ont  la  forme  indiquée  dans  la  figure  io4,  empruntée  an 
Traité  d^ Électricité  et  de  Magnétisme  de  Maxwell.  Si  i\ 
est  très  grand,  la  ligne 

se  compose  de  deux  courbes  fermées  entourant  l'une  A, 
l'autre  B,  car,  pour  que  U  soit  très  grand,  il  faut  que  r, 
ou  7*2  soit  très  petit.  La  constante  C  diminuant,  ces  deux 
courbes  fermées  grandissent  et  pour  une  certaine  valeur  k  de 
la  constante  elles  se  soudent  de  façon  à  former  une  courbt» 
unique  ayant  un  point  double  entre  A  et  B  :  la  surface  de 
niveau  correspondante  possède  en  ce  point  un-point  conique. 
Puis,  C  continuant  à  décroître,  les  lignes  de  niveau  continuent 
à  s'éloigner  des  points  A  et  B  en  formant  des  courbes  fer- 
mées qui  entourent  les  deux  points  à  la  fois. 

En  chaque  point,  la  force  résultante  est  normale  à  la  sur- 
face de  niveau  passant  par  ce  point  :  comme  la  surface  est  ici 
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de  révolution,  la  force  est  dans  le  plan  méridien  et  normale 
k  la  ligne  de  niveau.  Elle  est  dirigée  du  côté  des  U  croissants, 
cVst-à-dire  vers  Tintérieur  de  la  ligne.  En  particulier,  au 

Fig.  loj. 


point  conique  entre  A  et  B,  la  force  devrait  être  normale  aux 
deux  nappes  de  surface  de  niveau  se  soudant  en  ce  point; 
mais  cela  n'est  possible  que  si  la  force  est  nulle  en  Ce  point; 
ce  point  conique  est  donc  une  position  d'équilibre.  On  peul 
le  vérifier  analjtiquement,  car  la  surface  particulière 
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ayant,  par  hypothèse,  un  point  conique,  les  trois  déri\i-e'i 
partielles  du  premier  membre 

dV       àV       dV 

âx        dy        àz 

s^annulent  en  ce  point;  les  trois  projections  de  la  résultante 
sont  donc  nulles  en  ce  point.  Cette  position  d'équilibre  esl 
d'ailleurs  instable ,  comme  on  le  vérifie  facilement. 

Les  lignes  de  forces  sont  figurées  par  des  traits  ponctués. 

• 

5**  Nous  avons  figuré  précédemment  les  surfaces  de  niveau 
et  les  lignes  de  forces  du  champ  créé  par  deux  centres  répul- 
sifs identiques,  dont  la  répulsion  sur  un  mobile  varierait  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  {^fig-  88).  En  appe- 
lant Ti  et  Ta  les  dislances  du  mobile  à  ces  deux  centres  et  q  la 
répulsion  de  chacun  d'eux  à  l'unité  de  distance,  on  a  pour  le 
travail  élémentaire  de  la  résultante  des  deux  répulsions 

la  fonction  des  forces  U  est  donc  ici 

'1       /'î 
d'où  l'équation  des  surfaces  de  niveau 

—  71 1 )  =  consi. 

Le  point  conique  situé  à  égale  distance  des  deux  centre^ 
est  une  position  d'équilibre  instable  du  mobile. 

6**  Prenons  enfin  un  mobile  attiré  par  un  centre  fixe  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  et  repoussé  par  un 
autre  centre  suivant  la  même  loi,  l'intensité  de  Taction  de 
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chaque  cenlre,  à  runllé  de  dislance,  étant  ^.  Dans  ce  cas,  le 
travail  élémentaire  de  la  résultante  des  deux  actions  serait 

il  existe  donc  une  fonction  des  forces 

ri        rt 

les  surfaces  de  niveau  figurées  au  n?  68  (Jiff-  87)  ont  pour 
équations 

parmi  elles  figure  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  joignant 
les  deux  centres  au  milieu  de  cette  droite;  on  l'obtient  en 
faisant  C  =  o.  Les  lignes  de  forces  ont  la  forme  et  le  sens 
indiqués  sur  la  figure  87. 


II.  —  THÉORÈME  DE  LA  FORCE  VIVE. 


88.  Force  vive.  —  Soit  un   point  de  masse  m  animé 
d'une  «vitesse  v  :  on  appelle /orce  vive  du  point  le  produit 


mv 


de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse.  La  force  vive  est 
donc  un  nombre  qui  dépend  du  choix  des  unités  fondamen- 
tales. Nous  verrons  plus  loin  ce  que  représente  ce  nombre. 
On  appelle  aussi  énergie  cinétique  du  point  la  demi- 
force  vive 

^— ^^  • 
2 
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89.  Théorème  de  la  force  vive  pour  un  point  maté- 
riel. —  Il  existe,  entre  la  variation  de  la  force  vive  d^un  point 
et  le  travail  total  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appli- 
quées au  point,  une  relation  d'une  importance  capitale  qu'on 
énonce  sous  forme  d'un  théorème  appelé  théorème  de  la 
force  vive. 

Premier  énoncé  (forme  différentielle  du  théorème).  — 
LorsqiC un  point  matériel  est  en  mouvement,  la  différen- 
tielle de  la  demi-force  vive  du  point,  pendant  V intervalle 
de  temps  infiniment  petit  dtj  est  égale  au  travail  élémen-  . 
taire  de  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  point, 
pendant  le  même  intervalle. 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  la  première  des 
équations  intrinsèques  du  mouvement  d'un  point  (n**  75V 
En  effet,  prenons,  sur  la  trajectoire,  un  sens  positif  des  arcs, 
et  appelons  F^  la  projection  de  la  résultante  des  forces  appli- 
quées au  point  M,  sur  la  tangente  MT  à  la  trajectoire  dans 
le  sens  positif.  Quand  t  croît  d'une  quantité  positive  infi- 
niment petite  dt^  le  point  M  subit  un  déplacement  MM' 
dont  la  valeur  algébrique  est  ds.  La  première  équation 
intrinsèque  du  mouvement  s'écrit 

«,  ^^  -  17 

dt  " 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ds  et  remplaçant 
ds 

tnv  dv  =  F/  cfe, 
d =  F/  as  ; 

ce  qui  démontre  le  théorème,  car  le  premier  membre  est  la 
différentielle  de  la  demi-force  vive,  et  le  deuxième  le  travail 
élémentaire  effectué  par  la  résultante  F  pendant  le  temps  <//. 
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Remarque.  —  Comme  le  travail  élémentaire  de  la  résul* 
tante  F,  pour  le  déplacement  MM',  est  égal  à  la  somme  des 
travaux  des  composantes,  pn  peut  dire  aussi  : 

La  différentielle  de  la  demi-force  vive  d'un  point,  pen- 
dant Vintervalle  de  temps  dt,  est  égale  à  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces  agissant  sur  le 
point  pejidant  le  même  intervalle. 

Deuxième  énoncé  (forme  intégrale  du  théorème).  —  De  ce 
premier  énoncé  du  théorème  des  forces  vives  on  en  déduit 
immédiatement  un  autre,  qui  donne  la  variation  de  la  demi- 
force  vive  d'un  point  pendant  un  intervalle  de  temps  fini  : 

La  variation  de  la  demi-force  vive  d^un  point  matériel, 
pendant  un  intervalle  de  temps  fini,  est  égale  au  travail 
total  de  la  résultai\te  des  forces  appliquées  au  point 
(c'est-à-dire  à  la  somme  des  travaux  totaux  des  composantes) 
pendant  le  même  intervalle. 

En  effet,  suivons  le  mouvement  du  point,  de  l'instant  /<,, 
où  sa  vitesse  est  c^o,  à  l'instant  ^,  oCi  elle  est  r.  Intégrons  les 
deux  membres  de  l'équation 

d =  ¥t  ds 

4 

entre  les  instants  t^  et  t^  nous  aurons 


équation  qui  démontre  le  théorème,  car  le  deuxième  membre 
est  le  travail  total  de  la  résultante  F  de  l'instant  t^  à  l'in- 
stant t, 

m 

90.  Démonstration  tirée  des  équations  du  mouvement 
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rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  —  Soient  X,  Y,  Z 
les  projections,  sur  les  axes  de  coordonnées,  de  la  résul- 
tante F  des  forces  agissant  sur  le  mobile;  x,  r,  s  les  coor- 
données du  mobile  à  l'instant  C.  Prenons  les  équations  du 
mouvement 


m 


et  ajoutons-les,  après  avoir  multiplié  la  première  par  dx^  la 
deuxième  par  dy^  la  troisième  par  dz.  Nous  aurons 

(•-i)        ni(^dx-\-  -^dy-h  '^dz\  ^Xdx-^Ydy-r-Zdz. 

Dans  cette  équation,  le  deuxième  membre  est  le  tra\aii 
élémentaire  de  la  résultante  :  vérifions  que  le  premier  membre 
est  la  diflerentielle  de  la  demi-force  vive.  On  a 

Donc,  comme  v  est  une  fonction  de  ^, 

•?.  dt 

[dx  d^x       dy  d^y       dz  ^*^1    i. 
dt  'dt^  '^'dilÛ^^Tt  'dii\ 

rd*x  j         d^y  j         d*z  j  1 
^m^^dx^^dy-^-^-dz^. 

L'équation  (2)  s^éçrit  donc 

d^^  =  \dx-\-\dy^Zdz', 

elle  exprime  le  lUéorème  des  forces  vives  sous  sa  forme  dif- 
férentielle. En  l'intégrant,  on  a  le  théorème  de  la  force  vi>o 
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SOUS  forme  Intégrale 


mçi       -    •         -'-' 


\  dx  -h  Y  dy  -}-  Z  dz. 


Au  point  de  vue  de  l'évaluation  du  travail  total,  il  faut, 
comme  nous  l'avons  vu,  distinguer  trois  cas  : 

I®  Si  la  résultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  dépend  de  la  po- 
sition  du  mobile,  de  sa  vitesse  et  du  temps,  il  faut,  pour  cal- 
culer le  travail  total,  connaître  les  expressions  de  x,  j^,  z  en 
fonction  de  tj  c'est-à-dire  le  mouvement  du  point; 

2®  Si  la  résultante  F  dépend  uniquement  de  la  position  du 
mobile, 'il  suffit,  pour  évaluer  le  travail  total,  de  connaître  la 
trajectoire  suivie  par  le  mobile  entre  sa  position  Mo  à  l'in- 
stant Iq  et  sa  position  M  à  Tinstant  t  ; 

3'*  Enfin,  si  la  résultante  F  ne  dépend  que  de  la  position 
du  mobile  et  dérive  d'une  fonction  de  forces  uniforme 
U(^,  jK)  2),  on  peut  évaluer  le  travail  total  en  connaissant 
seulement  les  deux  positions  Mo  et  M  diï  mobile.  Nous  allons 
insister  sur  ce  cas  qui  est  très  important  dans  les  appli- 
cations. 

91.  Équation  dé  la  force  vive  dans  le  cas  où  la  résul- 
tante des  forces  appliquées  au  point  dérive  d'une  fonc- 
tion uniforme  U(a?,  y^  z).  —  Dans  le  cas  particulier  où 
nous  nous  plaçons,  la  résultante  F(X,  Y,  Z)  des  forces  est 
supposée  telle  que  l'on  ait  identiquement 

Xdx-^\  dy  -hZdz  =  dlJ(x^  y,z), 

U(j7,  y,  s)  étant  une  fonction  uniforme,  c'est-à-dire  une 
fonction  n'admettant  qu'une  valeur  en  chaque  point  du 
champ  considéré. 

L'équation  des  forces  vives  sous  forme  différentielle  s'écrit 
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alors 

m 

0 

et,  en  intégrant  de  l'instant  /q  à  ^instant  /, 

équation  dans  laquelle  le  deuxième  membre  représente  le 
travail  total  de  F  quand  le  mobile  passe  de  sa  position  Mo,  à 
rinstant  /q,  à  sa  position  M,  à  l'instant  t.  • 
On  peut  écrire  aussi 

(3)  ^-U(^,^,^)  =  A, 

h  désignant  une  constante 

qui  dépend  des  conditions  initiales,  c'est-à-dire  de  la  posi- 
tion x^^  y^j  Zq  du  mobile  à  l'instant  initial  to  et  de  la  gran- 
deur To  de  sa  vitesse  à  cet  instant. 

L'équation  des  forces  vives  écrite  sous  la  forme  (3)  s'a|>- 
pelle  souvent  V intégrale  des  forces  vives;  h  est  la  constante 
des  forces  vives, 

Céquation  (3)  montre  que  la  vitesse  du  mobile  redexienl 
la  même  en  grandeur  chaque  fois  que  U(a:,  y^  z)  reprend 
la  même  valeur,  c'est-à-dire  chaque  fois  que  le  mobile  re- 
vient sur  la  même  surface  de  niveau,  puisqu'en  tous  les  point- 
d'une  surface  de  niveau  U  a  la  même  valeur.  En  particulier, 
chaque  fois  que,  dans  son  mouvement,  le  mobile  repassera 
par  la  surface  de  niveau  d'où  il  est  parti  à  l'instant  /«,  il  re- 
prendra la  vitesse  initiale  v^. 

Énergie  cinétique  d'un  point,  énergie  potenlielle  d*un  point 
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dans  un  champ;  énergie  totale.  —  Nous  avons  déjà  dit  que 

V énergie  cinétique  d'un  point  est :  c'est  donc  une  quan- 

tité  dépendant  de  la  vitesse  et  non  de  la  position  du  point. 

L'énergie  potentielle  d'un  point  dans  un  champ  ne  peut 
être  déGnie  que  si  le  champ  considéré  dérive  d'une  fonction 
de  forces  uniforme  U(ar,  y-^  z)\  on  dit  alors  que  V énergie 
potentielle  du  point  matériel  dans  le  champ  est 

X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point;  cette  énergie 
dépend  donc  de  la  position  du  point  et  non  de  sa  vitesse. 
L'énergie  potentielle  n'est  ainsi  définie  qu*à  une  constante 
près,  car  la  fonction  des  forces  U  étant  définie  par  cette  pro- 
priété que  sa  différentielle  totale  est  X  dx  -h  Y  dy  -^ïdz^ 
n'est  elle-même  connue  qu'à  une  constante  près  :  mais  cela 
n'a  aucun  inconvénient,  car  dans  les  applications  il  ne  se  pré- 
sente jamais  que  des  différences  d'énergie  potentielle. 

On  appelle  enfin  énergie  totale  d'un  point  dans  un 
champ  la  quantité 

•  mp*       ...  . 

c'est-à-dire  la  somme  de  l'énergie  cinétique  et  de  l'énergie 
potentielle  du  point.  Cette  énergie  est  ainsi  la  somme  de 
deux  nombres  dont  l'un  dépend  uniquement  de  la  vitesse, 
l'autre  uniquement  de  la  position. 

ConserYation  de  l'énergie  d'un  point  dans  un  champ.  — 
Quand  un  point  se  meut  dans  un  champ  qui  dérive  d'une 
fonction  U,  sous  l'action  des  seules  forces  du  champ,  son 
énergie  totale  reste  constante.  En  effet,  l'intégrale  des 
forces  vives  précédemment  obtenue  (3)  exprime  précisément 
ce  théorème. 
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92.  Unités.  —  La  variation  d*une  force  viveëtanl  mesurée 
par  un  travail,  une  force  vive  et  un  travail  sont  des  quantités 
de  même  nature.  Le  nombre  qui  exprime  une  force  vive 
exprime  donc  des  unités  de  tra\aii. 

Si  l'on  prend  le  système  C.G.S.  une  force  vive  m^  e>l 
exprimée  en  ergs;  si  Ton  prend  le  système  mèlre,  seconde, 
kilogramme-force,  une  force  vive  mv^  est  exprimée  en  kilo- 
grammètres.  Par  exemple,  si  un  projectile  d'une  masse  de  ao? 
a  une  vitesse  de  lo*^"  par  seconde,  sa  force  vive  mr*  est 

20.  lO*  =  2000  e/'^5. 

Si  un  boulet  de  canon  d'un  poids  de  2*^^  a  une  vitesse  de 
5oo'"  à  la  seconde,  sa  masse,  dans  le  système  mètre,  seconde, 
kilogramme-force,  est 


ol  sa  force  vive 


P  a 

m  =  —9  m  =  — -j 


— -5oo'=  environ  5oooo^^, 
9»8 


en  remplaçant  9,8  par  10.  • 

Le  nombre  qui  exprime  une  fonction  de  forces  ou  un  po- 
tentiel exprime  également  des  unités  de  travail, 

Enfm  le  nombre  qui  exprime  une  énergie  totale,  somme 
d'une  demi-force  vive  et  d'un  potentiel,  exprime  également 
des  unités  de  travail. 

On  vérifie  immédiatemeut,  d'après  les  dimensions  de  m 
et  r,  qu'une  force  vive  mv'^  a  les  mêmes  dimensions  qu'un 
travail  ML^T'^- 

03.  Exemples  : 

1  ®  Point  pesant  entièrement  libre.  —  Imaginons  un  point 
pesant  libre  mobile  dans  le  vide.  Si  nous  prenons  un  axe  O ^ 
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vertical  ascendanl,  la  seule  force  appliquée  au  poinl  est  le 
poids  dont.les  projections  sont 

X  =  o,        Y  =  o,        Z=  —  mg. 

L'expression  différentielle  du  théorème  des  forces  vi\es 
donne  donc 

a =  —  mg  dzy 

a  . 

d'où,  en  intégrant, 

(4)  •      —, hmgz  =  /t, 

h  désignant  la  constante  — -  -\-  nigz^. 

Dans  cet  exemple,  les  surfaces  de  niveau  sont  les  plans 
horizontaux  :  la  vitesse  a  la  même  valeur  numérique  chaque 
fois  que  le  point  repasse  à  la  même  altitude.  On  retrouve 
ainsi  un  résultat  établi  autrement  au  n®  70.  L'énergie  poten- 
tielle, dans  le  champ  de  la  pesanteur,  est  mgz.  L'équa- 
tion "(4)  signifie  que  l'énergie  totale  du  point  resia  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Quand  le  point  monte 
l'énergie  potentielle  augmente,  l'énergie  cinétique  diminue  : 
la  somme  ne  varie  pas.  Le  contraire  a  lieu  quand  le  point 
descend. 

2°  Point  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance.  — ^^  Appelons,  comme  au  n^  78,  /*  la  distance  du 
mobile  au  centre  attractif  O,  et 

F=  — >t«r 

la  valeur  algébrique  de  la  force  cerilrale.  Le  théorème  de  la 
force  vive  donne 

d =  —  ^*  /•  di\ 

•2 
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d'où,  en  inlégrant, 

me*       A*  /•'       , 
1 =  ^ 

la  constante  h  étant  dëterminée  par  la  condition  initiale 

Les  surfaces  de  niveau  sont  ici  des  sphères  de  centre  O  ; 

l'énergie  potentielle  est  -^ —  La  vitesse  redevient  la  même 

chaque  fois  que  le  mobile  revient  à  la  même  distance  du 
centre. 

3°  Point  soumis  à  Tattraction  ou  à  la  répulsion  de  deux 
centres  fixes  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  — 
Soient  r^  et  /'a  les  distances  du  point  M  aux  deux  centres 
fixes;  les  forces  centrales  issues  de  ces  centres  ont,  par 
hypothèse,  des  expressions  de  la  forme 

1^1  i^t 


'   l  '  1 


chacun  des  coefficients  |jl|  et  [jl^  élant  positif  ou  négatif 
suivant  que  la  force  correspondante  est  une  attraction  ou 
une  répulsion. 

Le  champ  créé  par  ces  deux  centres  a  une  disposition  ana- 
logue à  celles  qui  ont  été  figurées  dans  des  cas  particuliers 
{fig-  87,  88  et  io4).  Lançons  le  point  M  dans  ce  champ  et 
calculons  sa  vitesse.  D'après  le  théorème  de  la  force  \\\t 
on  a 


•2  /•}  r\        ' 


où  le  second  membre  est  la  somme  des  travaux  élémentaires 
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des  forces  centrales.  En  intégrant  on  a  l'équation 


V.89 


(5) 


'À 


1^1       f*»  _  I, 
—  — —  —  fi^ 

ri        /-i 


la  constante  h  étant  déterminée  par  la  connaissance  de  la 
vitesse  initiale  i^o  et  des  distances  initiales  r^o?  ^20 


L'équation  (5)  donne  la  grandeur  de  la  vitesse  pour 
chaque  position  du  mobile  :  chaque  fois  que  le  mobile 
revient  sur  une  même  surface  de  niveau 


ifi  ^  lîl  = 


const., 


la  vitesse  reprend  la  même  grandeur. 
L'énergie  potentielle  est  ici 


t* 
n 


rt' 


m 

l'équation  (5)  exprime  que  l'énergie   totale  du   point  est 
constante  quand  il  se  meut  sous  l'ac- 
tion des  seules  forces  du  champ. 


Fig.  io5. 


4°  Dernier  exemple.  —  Prenons 
enfin  un  point  pesant  attiré  par 
un  centre  fixe  A  proportionnelle- 
ment à  la  distance  MA  =  r  et  re- 
poussé par  un  centre  A'  propor- 
tionnellement à  la  distance  MA'=/'' 
(Jig.  io5). 

Prenons  un  axe  Oz  .vertical  ascen- 
dant; les  forces  centrales  F  et  F'  issues  de  A  et  A'  ont 

A.  19 


ov 
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pour  valeurs  algébriques 

|A  et  [x'  étant  positifs.  Le  théorème  des  forces  vives  sous  forme 
différentielle  donne 

d =  —  mg  dz  —  fi  r  rfr  -h  |x'r'  dr'. 

D'où,  en  intégrant, 

mp'  r*         ,  r'*       . 

où  la  constante  h  est  déterminée  par  les  conditions  initiales. 
Les  surfaces  de  niveau  ont  actuellement  pour  équation 

/•«  r'* 

mgz  —  fl \-  u!  aas  G. 

,     ^  %       ^   '1 

En  appelant  a^  b,  c;  a',  6',  c'  les  coordonnées  des  centres 

A  et  A',  on  a 

/•«=  (x  —  ay  -4-(^  —  by  ■+•(*  — c)«, 
r'«=  (a?  —  a')«-+-  (r  —  6')«-h  («  —  c')*. 

On  voit  que  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères 
concentriques  ;  Adins  le  cas  particulier  fA  =  p.',  ce  sont  des 
plans  parallèles. 

L'énergie  potentielle  est 

/•*        ,  /•'« 

mgz  -+-  u u'  —  • 

2  a 

94.  Remarque  sur  Fintégrale  des  forces  vives.  — 

Danâ  le  cas  où  le  champ  dérive  d'une  fonction  U>  l'intégrale 
des  forces  vives  est 
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OÙ  la  constante  h  est,  comme  nous  l'avons  vu,  déterminée 
par  les  conditions  initiales.  Comme  mv^  est  essentiellement 
positif,  on  voit  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
le  point  reste  dans  la  région  de  l'espace  définie  par  l'iné- 
galité 

Cette  région  est  limitée  par  la  surface  de  niveau 

l](x,}r^z)  =  —  h. 

Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  le  mobile  reste  dans  la 
région  de  l'espace 

Si  |jl'<I|jl,  cette  région  est  l'intérieur  d'une  sphère;  si 
(x';^  [x,  elle  est  l'extérieur  d*ime  sphère.  Si  pL'=  ja,  la  région 
est  limitée  par  un  plan. 


m.  —  POINT  ATTIRE  PAR  UN  CENTRE  FIXE  EN  RAISON  INVERSE 

DU  CARRÉ  DE  LA  DISTANCE. 


95.  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centriB  fixe 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  —  Imaginons 
un  point  matériel  de  masse  m  attiré  par  un  centre  fixe  O  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

D'après  les  conventions  faites  sur  1^  signe  à  donner  aux 
forces  centrales,  cette  force  est  négaCiçe  et  son  expression 
algébrique  est  de  la  forme 

fi  désignant  une  constante  positive  et  r  la  distance  OM.  La 
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constante  [jl  esl  la  valeur  absolue  de  l'altraction  du  point  0 

sur  l'unité  de  masse  à  Tunité  de  distance. 

» 

«    •     ■ 

La  trajectoire  est  plane.  —  Nous  avons  vu,  en  eflet,  n**?!. 
que,  si  un  point  est  sollicité  par  une  force  centrale,  la  trajec- 
toire est  dans  le  plan  déterminé  par  la  vitesse  initiale  et  le 
centre  des  forces. 

Nous  prendrons  le  plan  de  la  trajectoire  pour  plan  jrOy 
et  nous  appellerons  /*  et  0  les  coordonnées  polaires  du  mobile  M 
à  un  instant  quelconque  t.  Il  est  convenu,  comme  précé- 
demment, que  /•  est  la  distance  OM  et  9  Tangle  xOM. 

Théorème  des  aires.  —  La  force  étant  centrale,  la  trajec- 
toire est  parcourue  suivant  la  loi  des  aiçes  (n**  33),  exprimée, 
en  coordonnées  polaires,  par  Téquation 

appelée  intégrale  des  aires.  Dans  cette  équation,  C  est  unr 
constante  appelée  constante  des  aires.  Cette  constante  e>i 
déterminée  par  les  conditions  initiales  :  à  Tinstant  initial  t%, 
le  mobile  part  de  Mq  avec  une  vitesse  V©  ;  la  distance  r  a 
une  valeur  initiale  r^;  la  composante  (Vp)©  du  vecteur 
vitesse  initiale,  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  sec- 
teur OMq,  dans  le  sens  des  6  p&sitifs  (n^  32),  a  une  valeur 
connue  en  grandeur  et  signe 

^(Vp)o=ro(^)^. 

On  a  donc 

C  =  ro(Vp)o. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  vitesse  initiale  n'est  pas 
dirigée  suivant  OM©;  alors  C  est  différent  de  zéro. 

*  L'intégrale  des  aires  (a)  montre  que  t-  conserve,  pendani 
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toute  la  durée  du  mouvement,  le  signe  de  C.  Ije  mobile 
tourne  donc  toujours  dans  le  même  sens  autour  de  l'ori- 
gine O. 

Intégrale  des  forces  vives.  —  Le  théorème  dés  forces 
vives  donne  actuellement 

puisque  le  travail  élémentaire  d'une  force  centrale  est  ¥  dr. 
Remplaçant  F  par  son  expression  (i),  on  a 

.mv*  ma  , 

d'où  en  divisant  par  m  et  intégrant 

«  • 

où  h  désigne  la  constante  des  forces  vices  ;  pour  déterminer 
cette  constante,  il  suffit  de  se  reporter  à  l'instant  initial  pour 
avoir 

•  '0 

U intégrale  des  forces  vives  (3)  montre  que  la  grandeur 
de  la  vitesse  dépend  uniquement  de  la  distance  r  du  mobile 
au  centre  attractif.  Chaque  fois  que  le  mobile  repasse  à  la 
même  distance  du  centre,  s^  reprend  la  même  valeur  numé- 
rique :  nous  trouvons  là  un  cas  particulier  du  théorème  du 
n''91,  car  la  force  F  dérive  de  la  fonction  ^ 


U  =  ■"' 


r   '  ■    '  1 


et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  dé  centre  O.  On 
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peut  aussi  écrire  Téquation  des  forces  vives  (3) 

mp*        mil  _  mh 
1  r  a    ' 

sous  cette  forme,  elle*  exprime  que  l'énergie  totale  du  point 
mobile,  dans  le  champ  créé  par  le  centre  attractif  O,  est 

constante.  En  effet  — ; —  est  Ténergie  cinétique  du    point, 

!i  l'énergie   potentielle   dans  le  champ;  et  l'équation 

exprime  que  la  somme  de  ces  quantités,  c'est-à-dire  l'énergie 
totale  du  point  dans  le  champ,  est  constante.  Par  exemple, 
quand  le  point  s'approche  du  centre  attractif  l'énergie  ciné- 
tique  augmente,   l'énergie  potentielle ^  diminue  :  la 

somme  ne  varie  pas. 

96.  Intégration;  détermination  de  la  trajectoire.  ^ 

Nous  avons  vu  que,  en  coordonnées  polaires,  la  vitesse  est 
donnée  par  l'équation 


""  \dt 


Les  deux  intégrales  des  aires  et  des  forces  vive^  donnent 
alors  les  deux  équations 

(  /•«  -  =  c, 

*"      (  (S)'-(S)' = ^.-- 

Ces  équations  permettent  de  déterminer  deux  des  troi'» 
variables  r,  0  et  ^  en  fonction  de  la  troisième. 

Pour  déterminer  la  trajectoire,  il  faut  calculer  /•  en  fonc- 
tion de  8  :  pour  cela,  on  commencera  par  éliminer  dt  entit* 
les  deux  équations.  Tirant  dt  de  la  première  pour  le  porter 
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dans  la  deuxième^  on  a 


dr 


ce  qu'on  peut  écrire  en  remarquant  que  d-  =—r  — > 


Les  variables  se  séparent  immédiatement.  Pour  faciliter 
rintégration,  décomposons  le. trinôme  du  deuxième  membre 
en  carrés 


(5) 


\d^  J  "       V'-       G«/    "^Ô"^  G«' 


puis  prenons  une  nouvelle  variable  p  en  posant 


r       G»      P V   G*       G« 
L'équation  (5)  devient 


On  en  déduit,  en  prenant  le  signe  — 

6  —  a  =  arc  cosp, 

p  =  cos(6  —  a), 
et,  en  prenant  -|-, 

6  —  p  =  arcsinp, 
p  =  sin(e-p), 

où  a  et  ^  sont  des  constantes  arbitraires  :  mais  ces  deux  solii- 
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lions  se  ramènent  à  une  seule,  car  on  peut  taujours  remplacer 

te 

la  constante  p  par ha.  Nous  aurons  donc  la  solution  la 

plus  générale  en  prenant 

p  =  cos(6  —  a). 

D'après  (6),  l'équation  de  la  trajectoire  c»st  alors 


On  reconnaît  que  la  trajectoire  est  une  section  conique 
ayant  O  pour  foyer.  En  effet,  l'équation  d'une  section  conique 
rapportée  à  un  foyer  O  est 

(8)  1  =  i  +  îcos(e  — a), 

r       p       p  ^ 

p  désignant  le  paramètre,  e  l'excentricité  et  a  l'angle  polain* 
<iu  sommet  le  plus  voisin  du  foyer  O. 

Détermination  des  éléments  de  la  trajectoire.  —  En  iden- 
tifiant les  équations  (7)  et  (8)  on  a 

d'où 

(10)  c  = 


V-f- 


Cette  dernière  formule  montre  que  le  genre  de  la  irajer- 
loire  dépend  uniquement  du  signe  de  la  constante  des 
forces  vives. 

1°  Si  h  est  négatij,  e  est  moindre  que  i  ;  la  trajectoire  e>i 
une  ellipse  ; 

2**  Si  A  est  nul,  e  =  1 ,  la  trajectoire  est  une  parabole  ; 
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3^  Si  h  est  positif ^  e  est  supérieur  à  i,  la  trajectoire  est 
une  branche  d'* hyperbole  tournant  sa  concavité  vers  O. 
Ce  dernier  point  résulte  de  ce  que,  si  e  >  i,  l'équation  (8), 
dans  laquelle  on  ne  prend  que  les  valeurs  positives  de  /•, 
représente  la  branche  d'hyperbole  qui  tourne  sa  concavité 
vers  O.  Il  résulte  aussi  de  ce  que  la  force  agissant  sur  un 
mobile  est  toujours  dans  la  concavité  de  la  trajectoire^  et 
que,  dans  le  cas  actuel,  cette  force  est  dirigée  vers  O. 

Détermination  du  temps.  —  La  trajectoire  étant  connue^  il 
reste  à  calculer  le  temps  que  met  le  mobile  à  arriver  dans 
une  certaine  position  P,  c'est-à-dire  à  trouver  la  relation 
qui  lie  ^  à  r  ou  à  Q.  Cette  relation  s'obtient  en  exprimant 
que  la  trajectoire  est  parcourue  suivant  la  loi  des  aires. 

Cherchons  d'abord  la  relation  entre  r  et  ^;  nous  partirons 
des  deux  équations  (4)  entre  lesquelles  nous  éliminerons  d^. 
On  obtient  ainsi  l'équation  différentielle 


( 


dry      Ç!  _  Hf 
dt)    "^  r*  ~"    /■" 


dans  laquelle  les  variables  se  séparent.  En  résolvant  par  rap- 
port à  rfi  on  a 

rdr 


(11)  dt-±i 


^hr^-\-  i\Lr —  G* 


d'où  l'on  tire  t  en  fonction  de  /•  par  une  quadrature  élémen- 
taire. Pour  faire  efl'ectivement  le  calcul  il  convient  de  distin- 
guer les  trois  cas  A  •<  o,  A  =:  o,  A  >  o,  c'est-à-dire  les  cas  où 
la  trajectoire  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

97.  Détermination  du  temps  dans  une  trajeotoire 
elliptique.  —  Le  cas  où  la  trajectoire  est  elliptique  est  par- 
ticulièrement important  à  cause  du  mouvement  elliptique 
des    {Planètes   autour  du   Soleil.   Nous   commencerons   par 
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exprimer  h  et  C*  en  fonction  du  demi-grand  axe  a  et  de 
l'excentricité  de  l'ellipse.  On  a,  pour  le  paramètre,  en  fonc- 
tion des  axes, 

car  6^  =  a*  —  c^,  elc^=ae.  Puis  les  équations  (9)  et  (10) 
résolues  par  rapport  à  G*  et  à  A  donnent 

(la)  <  UL«  IX 

I    A  =  -Jî(.-e«)  =  -5. 

L'équation  (11)  donnant  dt  s'écrit  alors 
(.3)  ^ld.=. 


Y^a*c* —  (a  —  r)* 

Appelons  t  l'instant  où  le  mobile  passe  au  sommet  K{fig>  106) 
le  plus  près  du  Soleil  S,  point  qui,  en  astronomie,  s'appelle 

le  périhélie.  Alors  /•  croît  à  partir  de 

l'instant  t,    ^  est  positif  et  l'on  doit 

prendre  le   signe  -h.  On  conserve  ce 
"^      signe  tant  que  r  varie  en  croissant  de- 
puis son  minimum  a  —  c  =  a  (  1  —  e)  qui 
correspond   au    point  A,  jusqu'à   son 
maximum  a(i  -H  e)  qui  correspond  au  point  A'.  Après  cela 
il  faudra  prendre  — ,  de  A'  en  A;  puis  de  nouveau  +,  etc. 
Comme  a  —  /•  varie  entre  ae  et  —  ae^  nous  poserons 

* 

(i4)  CL  —  r=aecosM, 

e/ variant  de  o  à  tc,  de  A  en  A',  et  de  lïà  aie,  de  A' en  A, On 

aura  alors,  en  remplaçant  r  par  cette  nouvelle  variable  u, 
dans  la  relation  (i3), 
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Kn  intégrant  et  remarquant  que,  pour  w  =  o,  on  a  f  =  t. 


(16) 


«  V   a^'"""^"^"""^^'""* 


t  est  ainsi  exprimé  en  fonction  de  u]  u  est  d'ailleurs  connu 
en  fonction  de  r  par  l'équation  (i4)«  On  peut  donc  calculer 
la  valeur  de  /  correspondant  à  une  position  donnée  du 
mobile. 

Dans  l'équation  (16),   appelée  équation  'de  Kepler,  on 
pose  ordinairement 


a  y    ^ 


et  l'on  écrit  cette  équation 

(17)  n{t  —  t)  =  w  —  esinu. 

L'angle  w  =  6  —  a  de  SP  avec  SA  s'appelle  ranomalie 
vraie  du  mobile  P,  l'angle  auxiliaire  u  ^ anomalie  excen- 
trique, et  la  quantité  n{t  —  1)  V anomalie  moyenne. 

Dorée  de  la  révolution.  —  Soit  T  le  temps  que  met  le 
mobile  à  parcourir  l'ellipse,  c'est-à-dire  u  à  varier  de  o  à  air. 

Gomme  pour  //  =  o,  ^  =  t  et  pour  u  =■  21:,  ^  =  t  -j-  -^>    d'a- 
près (17),  la  durée  T  de  la  révolution  est 


27t  /a 

T=  —  =  2ira  1/  -• 
n  V    I^ 


Comme  vérification,  nous  pouvons  calculer  T  d'une  autre 
manière  d'après  la  loi  des  aires.  Nous  savons  en  effet  (n'^SS) 
que  la  constante  G  des  aires  est,  en  valeur  absolue,  le 
double  du  rapport  de  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  au 
temps  employé  à  la  balayer.  Pendant  le  temps  T,  le  mobile 
décrit  l'ellipse;  l'aire  balayée  est  iraô,  et  l'on  a,  en  suppo- 
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sant,  pour  fixer  les  idées,  C  positif, 


C  = 


T     ' 


d'autre  part,  nous  avons  trouvé 

C«=   fA/>=  {1—, 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de  C,  on  trouve  bien  la  valeur 
donnée  plus  haut  pour  T. 

Relation  entre  uei  w.  —  Soit  iv  l'anomalie  vraie,  angle  Ae 
SP  avec  SA 

iv  =  0  —  a. 

L'équation  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires  donne 

l-h«COSiv' 

en  égalant  cette  valeur  de  /•  à  celle  qui  est  fournie  par  l'équa- 
tion (i4)  a(i  —  e  cosa),  on  a  la  relation 

I  —  e  cos  u  = 


I  -f-  e  cos  H' 


On  en  tire  facilement  cosiv,  puis 

.  -  tv  (i-f-e)(i  —  cosw)  '         2 

•2Sin*  —  =  I —  cosw  =  i — =  j 

2  I  —  ecohu  r 

/  x/  .       2a(i— «)cos*- 

.«v  (i  —  e)(i-+-cosa)  ^  '  ♦*. 

2  cos*  —  =  1  -t-  cos  «V  =  -^^ — '  =.    '  1 

2  I  —  e  cos  u  r 
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et,  en  extrayant  les  racines 

//•  sin  —  =  ya(i  -f-  e)  sin  -  » 

(i8) 

/-       «^         / ;        " 

V'^cos—  =  yn{i  —  «)cos"T' 

•*.  * 

En  divisant  membre  à  membre,  on  a  la  relation 


(19)  tang  -  =  1/  7—^  lang  \ 


qui  lie  l'anomalie  vraie  à  l'anomalie  excentrique. 

Calcul  de  la  position  de  la  planète^  Tinstant  t.  —  Quand  / 
est  donné,  pour  avoir  r  et  6,  on  commence  par  calculer  u  en 
résolvant  l'équation  de  Kepler  (17)  :  on  a  ainsi  à  résoudre 
l'équation  transcendante 

(20)  çp(i/)—  //  —  esini/  —  n{t  —  «u)»©, 

qui  a  une  et  une  seule  racine  //  pour  chaque  valeur  de  t.  En 
effet,  /étant  choisi  arbitrairement,  l'anomalie  moyenne /i(/ — t) 
est  toujours  comprise  entre  deux  multiples  consécutifs  de  tc 

Dans  lé  premier  membre  f(u)  de  l'équation  de  Kepler (20), 
faisons  u  =  ât,  puis  m  =  (Ar -f- 1)11,  les  deux  résultats  seront 
de  signes  contraires.  L'équation  a  donc  au  moins  une  racine 
entre  ktz  et  (A  +  i)t:.  Elle  n'a  qu'une  racine,  car  la  dérivée 
par  rapport  à  w 

est  toujours  positive,  puisque  e  est  compris  entre.. o  et  1 . 

Quand  u  est  connu,  on  a  r  et  iv  =  0  —  a  par  les  for- 
mules  (i4)  et  (19)  ou  encore  par  les  deux  formjules  (18). 

Méthode  géométrique.   —    Pour  déterminer  la   position 
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Fig.  107. 


d'une  planète  sur  son  orbite  elliptique,  au  temps  /,  on  peut 
employer  une  méthode  géométrique  qui  donne  une  signifi- 
cation des  variables  précédemment  employées.  On  sait  qu'une 

ellipse  peut  être  consi- 
dérée comme  la  projec- 
tion du  cercle  décrit- sur 
son  grand  axe  AA'  comme 
diamètre ,  qu'on  a  fait 
tourner  autour  du  grand 
axe  d'oH  auBgle  a  tel  que 


cosa=-  (yîg^.  107).  Soient 

alors  M  un  point  de  l'eUipse  et  M' le  point  correspondant  du 
cercle.  Nous  allons  exprimer  que  Faire  du  secteur  d'ellipse 
AFM  décrit  autour  du  foyer  F,  à  partir  du  périhélie  A,  est 
proportionnelle  au  temps  t  —  t  employé  à  le  décrire.  Gomme 
l'ellipse  Tzab  est  décrite  dans  le  temps  T,  on  aura  la  propor- 
tion 

aire  AFM  __  tzab 


(21) 


L'angle  iv  =  AFM  est  l'anomalie  vraie  ;  appelons  u  l'angle 
AOM'  qui  est  appelé  l^ anomalie  excentrique,  parce  qu'il  a 
pour  sommet  le  centre.  Le  secteur  AFM  est  la  projection  du 
secteur  AFM'  du  plan  du  cercle.  On  a  donc 


aire  AFM  =  -  aire  AFM'. 
a 


fl 

Mais  l'aire  AFM'  est  la  différence  entre  le  secteur  de  cercle 
AOM'  =  -  a^  w  et  le  triangle  FOM',  de  côtés  a  et  ae,  d'aire 


-a^esinw.  Donc 
2 


aire  AFM'=  -  a*(«  —  e  sin  m), 


aire  AFM  =  -  ab(u  —  esinu  ). 
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Portant  cette  valeur  dans  la  proportion  (21)  on  a  enfin, 
après  suppression  du  facteur  a  6, 

2  71 

-=-  {l  —  r:)=  Il  —  6  sin  M, 

ce  qui  donne  l'équation  de  Kepler. 

Pour  avoir  la    signification  géométrique    de    l'anomalie 

moyenne  tst  (^  —  t),  imaginons  un  mobile  M^'.partant  de  A' 

en  Inême  temps  que  la  planète,  et  décrivant  le  cercle  homo- 
graphique  AM'^A',  d^un  mouvement  uniform^e,  de  façon  à 
revenir  en  A  en  même  temps  que  la  planète.  A  l'instant  t 
le  mobile  sera  en  M'';  l'angle  ÎJ  =  AOM"  est  l'anomalie 
moyenne  ;  en  effet,  cet  angle  variant  proportionnellement 
au  temps  t —  t  et  étant  égal  à  an  au  bout  du  temps  T,  on  a 

Quant  à  l'expression  de  /•  en  fonction  de  w,  elle  résulte 
immédiatement  de  ce  que-  le  rapport  des  distances  d'un 
point  M  d'une  ellipse  au  foyer  F  et  à  la  directrice  correspon- 
dante DD'  est  égal  à  l'excentricité  e.  On  a  donc 

/•  =  « MK  =  « ( OD  —  OH )  =  e  ( a cos  u\  =  a  ( i  —  e cos  u). 

98.  Détermination  du  temps  dans  le  cas  du  mouve- 
ment parabolique.  —  Quand  A  ==  o,  la  trajectoire  est  une 
parabole  ;  l'équation  (i  i)  de  la  page  297,  donnant  l  en  fonc- 
tion de  r,  devient  alors 

rdr 


dt^ài 


où,  comme  nous  l'avons  vu, 
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p  désignant  le  paramètre  de  la  parabole.  Si  Ton  compte  le 

temps  à  partir  de  l'instant  du  passage  au  périhélie  r  =  ^j  la 

distance  r  croît  avec  t  et  Ton  doit  prendre  le  sigpe  -+-,  ce  qui 
donne 


sJ'-\ 


Pour  intégrer,   faisons    un  changement   de    variable  en 
posant 


2  X 


u  désignant  une  nouvelle  variable  qui  est  nulle  pour  r  =  -; 


nous  aurons 


P\  P 


d'où 

(23)  iJIt^u^'!^^. 

pV  p  3 

sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  ^  =  o,  u  =  o. 

On  a  ainsi  le  temps  que  met  le  point  à  aller  du  périhélie  en 
une  position  déterminée  sur  la  trajectoire. 

Emploi  direct  du  théorème  des  aires,  -r-  Prenons  pour  axe 
polaire  la  droite  allant  du  foyer  O  au  sommet  de  la  parabole 
(périhélie).  L'équatioii  de  la  trajectoire  est 

I  -h  cos6 
L'équation  des  aires 

où 
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donne 

/iÂp  dt  =     •    ^    ^  ,  rfe, 


(i-f-cos6jî 
0 


h/^  =  /(T 


cose)s 


Suivant  la  méthode  générale  d'intégration  des  diflTérentielles 
rationnelles  en  sinO  et  cosO,  posons 


(^4)  •  tang-  =  «, 

nous  avons 


-l/-^=    /     (i  +  «/*)rfM  =  a-h  ^. 
P\  P         J^  ^ 

On  retrouve  ainsi  l'équation  (28)  et  Ton  a,  de  plus,  la  signifi- 
cation géométrique  de  la  variable  m. 

Position  du  mobile  à  l'instant  t,  —  Si  ^  est  donné,  l'équa- 
tion (23)  du  troisième  degré  en  u  donne  pour  u  une  seule 
valeur  réelle;  cette  valeur  étant  calculée,  les  relations  (22) 
et  (24)  font  connaître  /•  et  6. 

99.  Cas  du  mouvement  rectiligne.  —  Si  le  mobile,  dajis 
sa  position  initiale  Mo,  est  lancé  suivant  la  droite  OMo 
(.fie-  *^^)>  ^IsLïis  ^^  ^cns  ou  dans  l'autre,  la  trajectoire  est 

Fig.   108. 


M, 


évidemment  une  partie  du  rayon  OMo;  le  mouvement  est 
donc  rectiligne.  Ce  cas  est  caractérisé  analytiquement  pa'r 
l'hypothèse  que  la  constante  des  aires  C  est  nulle. 

En  continuant  à  appeler  r  la  distance  du  mobile  au  centre 
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attractif  O,  on  a  pour  la  vitesse,  estimée  positivement  dan^ 
le  sens  OMo, 

dr 

et  l'équation  des  forces  vives  donne 
où 

Premier  cas  :  Le  mobile  est  abandonné  à  lui-même  sans 
vitesse  pu  lancé  rers  le  point  O.  —  Il  est  évident  que  le 


dr 
ime 

constamment  négatif,  l'équation  (26)  donne 


mobile  tombe   sur  le  centre  attractif.   Comme  -r-  est  alorN 

dî 


dt  "      \     r 


h. 


La  distance  r  allant  en  diminuant,  la  vitesse  (^  =  -=-  aug- 

'  dt 

mente  en  valeur  absolue  et  le  point  se  précipite  sur  le  cenl^' 
attractif  avec  une  vitesse  qui  croît  au  delà  de  toute  limitf. 

car  —  augmente  indéfiniment  quand  r  tend  vers  zéro.  L'ex- 
pression mathématique  de  la  vitesse  devient  donc  infinif 
pour  /'  =  o  ;  mais  ce  fait  ne  correspond  à  aucune  réalit»^ 
physique,  une  vitesse  infinie  n'ayant  aucun  sens  physique. 
En  réalité  la  loi  de  la  force  et  par  suite  la  loi  du  mouvement 
seront  modifiées  avant  que  /•  puisse  s'annuler;  il  n'y  a  donr 
pas  lieu  de  se  demander  ce  qui  se  passe  pour  /•  =  o  ;  et  il  e>i 
absurde  de  chercher,  comme  on  l'a  fait  quelquefois,  ce  qui 
se  passe  après  l'instant  où  /•  =  o. 

Si  l'on  veut  effectuer  l'intégration,  on  est  conduit  à  des 
formes   analytiques   diflerentes  suivant  que  A  est  négatif. 
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nul  OU  positif,  c'est-à-dire  suivant  que  le  mouvement  rentre 
dans  le  type  elliptique,  parabolique  ou  hyperbolique.  Par 
exemple,  si  h  est  négatif,  nous  pourrons,  comme  plus  haut, 
poser 


la  relation  liant  r  et  ^  devient  alors 

(26)  â/^d'/=i  — 4/ — dr. 

y    a  y    -la  —  /• 

Faisons,  comme  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique, 
{'>.y)  r  =  a(i  —  cosm)  = 'irt  sin'  — * 

u  étant  actueilenient  compris  entre  o  et  tc.  Nous  aurons 

u 
"xa  —  j^  =s  *ka  cos'  — , 

'À 

dr  =  a  sin  u  «lu. 
En  portant  dans  l'équation  (26)  et  réduisant,  on  a 


i/  ^dt  =  —  a(i  —  cosu)du. 


A  l'instant  initial  ^  =  o,  r  a  une  valeur  r©  •<  a«  et  u  une 
valeur  Uq  défînie  par 


a  —  Pq 

COSWo=    

a 


Donc,  en  intégrant, 


ay    a 


(xS)  —  4/— /=Wo — sin  Mo — (m  — sinu). 

Le  mobile  atteint  le  centre  attractif  quand  r  =  o,  c'est- 
à-dire  u=  o.  Le  temps  T  qu'il  met  à  arriver  en  O  est  donc 
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donné  par 

-4/ —  T  ==  tto —  siniéo' 

a\   a 

Par  exemple,  si  le  mobile  part  du  repos  i^©  =  o, 

Le  lemps  que  met  le  mobile  à  tomber  sur  le  centre  0  e>i 
alors 


T  = 

2     y     2fl 


Deuxième  cas  :  Le  mobile  est  lancé  à  l'opposé  du 
centre  O.  —  Alors  le  mobile  commence  par  s'éloigner  du 
centre,  v  commence  par  être  positif  et  la  formule  (25)donnf 


(^9)  57==v/~^-+-^- 


dr       •    fiû. 


(ir 

Type  hyperbolique.  —  Si  h  e^l  positif ,  la  vitesse  ^^^-jj 

reste  supérieure  à  y/A;  le  mobile  se  meut  donc  plus  viif 
qu'un  mobile  animé  de  la  vitesse  constantes/A;  il  s'éloign<^ 
indéfiniment  avec  une  vitesse  qui  diminue  et  tend  vers  y  A 

Type  parabolique,  —  Si  A  =  o,le  mobile  s'éloigne  encore 
indéfiniment,  mais  sa  vitesse  tend  vers  zéro.  On  a,  en  eflVi. 

d'où 

. -X  /     »  3  \ 

(^uant  t  augmente  indéfiniment,  /•  'augmente  indéfiniment 
et  r  =  l/-^  tend  vers  zéro. 
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Type  elliptique. —  Si  h  qsX,  négatif,  onpeul  poser /«= —  ^  : 
J 'équation  (29)  s'écrit 


a 


—  =  i  /iif  -  ii 

de       y    r         a' 

La  valeur  initiale  r^  est  plus  petite  que  2a.  Le  mobile 
s'éloigne  de  O  avec  une  vitesse  décroissante.  Au  bout  d'un 
certain  temps  ^,,  /•  atteint  la  valeur  2«,  la  vitesse  s'annule  : 
A  partir  de  ce  moment  le  mobile  retombe  suivant  la  loi  étu- 
diée dans  le  premier  cas. 


EXERCICES   SLR    LK   CHAPrrRE   V. 

1.  Quand  un  mobile  parcourt  une  courbe  plane,  suivant  la  loi  des 
aire^,  autour  d'un  point  0,  le  produit  de  la  vitesse  v  du  mobile  par 
la  longueur  p  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  vitesse 
v.st  égal  à  la  constante  C  des  aires 

pv  =  C. 

Dans  ce  cas,  Thodographe  du  mouvement  est  égale  à  la  transformée 
par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  podaire  de  la  trajectoire  par 
rapport  au  point  O,  qu'on  aurait  fait  tourner  d'un  angle  droit  au- 
tour de  0. 

2.  D'après  le  théorème  de  l'exercice  précédent,  l'hodographe  dans 
le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  est  un  cercle. 

Réciproquement,  si  un  point  est  sollicité  par  une  force  centrale  et 
si  l'hodographe  du  mouvement  est  un  cercle,  la  force  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  dislance. 

3.  Si,  en  se  servant  des  résultats  du  n°  71,  on  applique  le  théo- 
rème des  aires  et  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  d'un 
point  attiré  ou  repoussé  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance,  on  retrouve  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 
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4.  Lu  point  tombe  sur  la  surface  de  la  Terre  d^une  hauteur  égaie 
à  la  distance  de  la  Lune  (60  rayons  terrestres);  calculer  la  vitesMf 
avec  laquelle  il  atteint'la  surface  de  la  Terre  et  la  durëe  de  la  chute. 
Supposons  la  Terre  sphérique  de  rayon  R;  l'attraction  sur  un  point 
de  masse  m  à  la  distance  r  du  centre  est  (n"  83,  ex.  2) 

Rs 

Le  théorème  des  forces  vives  donne 

.mp*  R*    , 

a =  —  mg  —7  dr, 

2  /•' 

Intégrons,  en  supposant  que  la  valeur  initiale  de  r  soit  r^  et  que 
la  vitesse  initiale  soit  nulle, 

dr 
Comme  v  =1  ^-~  est  négatif,  on  a 

dt  ^ 


dr 


=  -R/ï?/i-± 


Quand  le  mobile    tombe   sur  la  surface  de   la  Terre,  r  prend  U 
valeur  R  ;  la  vitesse  est  alors 

et,  comme  ro=  60 R, 

Quant  à  la  durée  de*la  chute  T  on  la  déduit  de  (a)  en  intégrant 
de  /'o  à  R 


n 


Soit 


Rv^T=-jr/^«/.. 


r  r 

•         /-O  60  R' 

R  I 

^  To  60 
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on  a 


T  =  60 y-^  [?i  +  ^  sinacp, J  . 


5.  Dans  le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  la  courbe  repré- 
sentative de  la  variation  de  r  en  fonction  de  f,  construite  à  une 
échelle  convenable,  est  une  cycloïde  raccourcie. 

En  effet,  on  a 

/• 

—  =  I  —  e  cosw, 

a 

nt  •=  u  —  e  siuM; 

et  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont 

y  =^  \  —  e  cos?/, 
ar  =  u  —  e  sin  w, 

est  une  cycloïde  raccourcie. 

Quand  c  =  1,  mouvement  rectiligne  n"  99,  on  a  une  véritable  cy- 
cloïde. 

6.  Achever  l'intégration  de  Téquation  du  mouvement  rectiligne  du 
n"  99  dans  le  cas  de  h  positif.  On  sera  ramené  à  l'intégrale  d'une 
difTérentielle  rationnelle  en  posant 

— î-  4-  A  =  a*. 
/• 

7.  Mouvement  curviligne  d'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  O 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Réponse  : 

On  peut  refaire  tous  les  calculs  du  paragraphe  III  en  supposant 
|x  négatif,  La  trajectoire  est  une  branche  d'hyperbole  de  foyer  O 
tournant  sa  convexité  vers  le  point  0. 

8.  L'énergie  potentielle  d'un  point  dans  le  champ  de  la  pesanteur 
étant  considérée  comme  nulle  au  niveau  de  la  mer  z  =  0,  ou  imagine 
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un  point  pesant  de  la  masse  de  Soo*  au  repos  à  la  cote  o.  Son  cneroK 
t(»tale  est  nulle.  On  soulève  le  point  à  une  altitude  Zq  de  So"*  et  ^n 
lui  imprime  dans  cette  nouvelle  position  Mo  une  vitesse  initiale 
(le  i"  à  la  seconde.  Calculer  en  ergs  l'énergie  totale  du  point  dan> 
le  champ  de  la  pesanteur. 

Réponse  : 

Dans  la  position  Mo  l'énergie  potentielle  est 

m/r^o=  300.980.5000  ergs, 

l'énergie  cinétique 

mvl        3oo.ioooo 
îL  = ergs. 

L'énergie  totale  est  la  somme  des  deux;  le  point  conserve  celt«" 
énergie  pendant  son  mouvement  parabolique. 
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CHAPITRE  VI. 

POINT  MATÉRIEL  NON  LIBRE. 


POINT  MATÉRIEL  SUR  IN  PLAN  INCLINÉ;  PENDULE. 

100.  Équilibre  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné. 
Frottement  à  l'état  de  repos.  —  Quand  un  point  pesani 
est  posé  sans  vitesse  initiale  sur  un  plan  horizontal,  comme 
un  objet  sur  une  table,  il  reste  immobile.  Cela  tient  à  ce  que 
son  poids  )E>  est  tenu  en  équilibre  par  la  résistance  de  la  table. 
D'une  façon  plus  précise,  la  table  développe  une  résistance 
qui    est   une    certaine   force    R,    égale    et 
opposée  {fig*   109)  au  poids  du  point;  le              '^*  *^*^* 
point   matériel,    étant    alors    sollicité    par                 k^ 
deux  forces  égales  et  opposées,  est  en  équi- 
libre, h'^*' 

Supposons    maintenant   que    l'on    place 
un    point    pesant,    sans    vitesse,    sur    un  Ip 

plan  incliné  faisant  un  angle  a  avec  l'ho- 
rizon. Nous  supposons  que  ce  point  peut  seulement  glisser 
et   non  rouler  sur  le  plan  :  il  faut  donc  se  le  représenter 
comme  un  petit  corps  solide  reposant  par  une  face  plane  sur 
le  plan  et  non  comme  une  bille. 

L'expérience  montre  que  le  point  resie  immobile  tant  que 
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l'angle  a  est  suffisamment  petit,  mais  qu'il  se  met  à  glisser 
quand  l'angle  a  surpasse  un  certain  angle  limite  o  :  cet  angle 
dépend  de  la  nature  de  la  surface  du  plan  et  de  la  nature  du 
petit  corps  solide  constituant  le  point,  mais  il  ne  dépend  pas 
du  poids  de  ce  point;  par  exemple,  si  le  plan  est  une  plaque 
de  fonte  et  si  les  petits  corps  qu'on  place  sur  lui  sont  en  fer, 
l'angle  ç  est  d'environ  lo".  On  dit  que  cet  angle  est  V angle 
de  frottement  du  point  sur  le  plan  :  ainsi,  dans  l'exemple 
cité,  on  dira  que  l'angle  de  frottement  du  fer  sur  la  fonte  esl 
de  10**.  Plus  le  plan  est  poli,  plus  l'angle  limite  ç  est  petit.  Si, 
au  lieu  de  prendre  une  plaque  de  fonte  sèche,  on  la  lubrifie 
avec  de  l'huile,  elle  devient /?/w5  glissante,  l'angle  cp  devient 
plus  petit  que  lo**. 

On  se  rend  compte  de  l'existence  de  cet  angle  en  prenant 
un  plan  matériel  horizontal  dont  la  surface  est  partout  dans 
le  même  état,  et  en  plaçant  dessus  de  petits  corps  de  même 
substance,  mais  de  poids  différents.  Si  l'on  incline  le  plan 
sans  secousses,  les  corps  restent  d'abord  immobiles,  puis  ils 
se  mettent  tous  à  glisser  au  moment  où  l'inclinaison  a  dépasse 
l'angle  limite  o.  On  a  ainsi  un  moyen,  d'ailleurs  peu  précis, 
de  déterminer  l'angle  de  frottement  de  deux  substances. 

Analysons    maintenant    ce    phénomène.   Le    point   étant 

en    équilibre    sur    le    plan    incliné 

(y*o-   ''o)j   1^  pl*^  développe  une 
résistance  ou  réaction  qui  fait  équi- 
libre au  poids  />.  Or  ce  poids  p  fait, 
avec   la  normale   mN  au  plan,  ud 
angle  égal  à  a.  On  peut  donc  dire 
que   le   plan   développe   une    résis- 
tance qui  détruit  le  poids  p,  pourvu 
que    l'angle    de    ce    poids    avec   la 
normale  au  plan  soit  moindre  qu'un  certain  angle   déter- 
miné o,  qui  est  l'angle  de  frottement  du  corps  sur  le  plan. 
Décomposons  le  poids  p  en  deux  fyrces  :  l'une  N,  normale 


Fi  p.  iio. 
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au  plan,  l'autre  T,  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus  grande 
pente.  La  force  N  ne  fait  qu'appuyer  le  corps  contre  le  plan, 
la  force  T  tend  à  le  faire  glisser.  Mais,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  le  glissement  ne  se  produit  pas  tant  que  l'angle  a 
de  p  avec  la  normale  est  moindre  que  q,  ou,  comme  a  et  © 
sont  aigus,  tant  que 

tanga^tangcp. 

Or  le  triangle   mN/>,  dans  lequel  mN  =  N  et  N/>  =  T, 

donne 

T 

Donc  le  glissement  ne  se  produit  pas  tant  que 

Ki^tang<p; 


N 


il  se  produit  quand 


T 

^  >  tang(p 


La  quantité  tangtp  s'appelle  coefficient  de  frottement  du 
point  matériel  sur  le  plan.  On  désigne  ordinairement  ce 
coefficient  par  /, 

/=tang<p. 

Ce  coefficient  étant  connu,  on  voit  que  le  glissement  ne  se 
produit  pas  tant  que 

T</N. 

On  a  ainsi  les  conditions  d'équilibre  d'un  point  pesant  sur 
un  plan  incliné,  avec  frottement. 

Réaction  du  plan,  —  Nous  avons  dit  que  le  plan  produit 
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une  résistance  ou  réaction  qui  est  une  force  R  appliquée  au 
point  en  équilibre  égale  et  opposée  au  poids.  Cette  force  R 
fait  donc  avec  la  normale  un  angle  moindre  que  o.  Si  on 
la  décompose  en  une  composante  normale  ^' (/ig-  ïi^>^ 
4»t  une  composante  T'  située  dans  le  plan,  N'  est  égale  cl 
opposée  à  N,  T'  égale  et  opposée  à  T.  On  a  donc  dans  Téqui- 
libre 

T'i/N'. 

101.  Équilibre  d'un  point  sur  un  plan  sous  l'action 
de  forces  quelconques.  —  Soient  un  plan  fixe,  un  point  m 
pouvant  glisser  sur  ce  plan,  ce  point  étant  sollicité  par  diffé- 
rentes forces  F|,  F-j,  ...,  F„  parmi  lesquelles  se  trouve  le 
poids;  soit  F  la  résultante  de  ces  forces.  Pour  que  le  point 

supposé  immobile  ne  glisse  pas  sur 
Ki^.  iii.  le  plan,  il  faut  et  il  suffit  : 

I  "  Que  la  force  F  soit  dirigée  de 
farim  à  appliquer  le  point  contre  le 
plan; 

2"  Qu'elle  fasse  avec  la  normale 
au  plan  un  angle  moindre  que  Tan^le 
de  frottement  ©  du  point  sur  le 
plan. 

Supposons  qu'on  décrive  un  cône 
de  révolution  (/ig»  1 1 1)  ayant  pour 
sommet  m,  pour  axe  la  normale  /«N  au  plan  et  pour  demi- 
angle  au  hommet  Tangle  es.  Pour  que  le  point  m  soit  en 
équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  force  F  soit  dans  C inté- 
rieur de  ce  cône.  On  appelle  ce  cône  le  cône  de  froitt- 
ment. 

Si  ViMx  décompose  F  en  une  force  N  normale  au  plan  ei 
une  force  T  parallèle  au  plan,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  il 


i 
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faut  et  il  suffit  que 

T^/N. 

Quand  Téquilibre  a  lieu,  le  plan  produit  sur  le  point  une 
réaction  R  égale  et  opposée  à  F  :  en  décomposant  cette  réaction 
en  une  force  N'  normale  au  plan  et  une  force  T'  parallèle  au 
plan,  N'  est  égale  et  parallèle  à  N,  T'  égale  et  parallèle  à  T: 
donc,  dans  Téquilibre,  les  deux  composantes  de  la  réaction 
du  plan  vérifient  l'inégalité 

T'5/N'. 

Ces  inégalités  expriment  ce  qu'on  appelle  les  lois  du  frot- 
tement à  l'état  d'équilibre. 

Remarque.  —  Comme  cas  limite,  on  considère  quelquefois 
le  cas  idéal  où  il  n'y  aurait  pas  de  frottement,  c'est-à-dire  le 
cas  où  le  plan  serait  parfaitement  poli  ;  dans  ce  cas,  le  coeffi- 
cient de  frottement  /  et  l'angle  o  sont  nuls  et,  pour  qu'il  y 
ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  force  soit  normale 
au  plan  et  dirigée  de  façon  à  appliquer  le 
point  sur  le  plan;  les  composantes  T  et  T'  '*^*  ''^' 

sont  alors  nulles. 


1       \ 

/ 

F 

■ 

Application  :  Équilibre  limite  d'un  point 
pesant  sur  un  plan  horizontal  sous  l'action 
d'une  force  horizontale.  —  Soient  p  le  poids  du  point, 
q  la  force  horizontale  appliquée  au  point  {^fig.  112).  Ces 
deux  forces  ont  une  résultante  F  :  pour  que  le  point  reste 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  F  fasse  avec  la  normale 
un  angle  a  moindre  que  ©;  on  a  évidemment 


a 

tangoc  — -  - 
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Donc,  pour  réquilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

2^iang(p,        g%/p, 

/désignant  le  coefficient  de  frottement. 

102.  Lois  du  frottement  de  glissement  à  Tétat  de 
mouvement.  —  Nous  venons  de  voir  suivant  quelles  loi> 
s'exerce  la  réaction  d'un  plan  sur  un  point  pouvant  glisser 

sur  le  plan,  lorsque  ce  point  est  en  équi- 
libre. 

Quand  le  point  glisse,  sur  le  pi»», 
les  lois  de  la  réaction  sont  changée'^. 
Soient  m  le  point  mobile,  V  sa  viiesst* 
(Jig-  ii3)  à  l'instant  t;  cette  vitesse 
est  un  vecteur  du  plan.  La  réaction  R 
du  plan  sur  le  point  est  une  force  oblique  au  plan: 
décomposons  cette  force  en  une  force  normale  ]N'  et  une 
force  parallèle  au  plan  T';  la  force  normale  est  située  par 
rapport  au  plan  du  côté  où  est  placé  le  point;  elle  a  une 
grandeur  quelconque  ;  la  force  tangentielle  T'  est  dirigée 
en  sens  contraire  de  la  xntesse  V  du  point  et  sa  grandeur 
est  donnée  par  la  relation 

y  étant  le  coefficient  de  frottement  du  point  sur  le  plan.  On 
voit  que,  quand  il  y  a  équilibre,,  on  a 

au  contraire,  quand  il  y  a  mouvement, 

T'=/N'. 


Application  :  Mouvement  rectiligne  d'un  point  pesant  sur 
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un  plan  incliné.  —  Soit  un  point  matériel  de  poids  P  posé 
sur  un  plan  horizontal  :  nous  supposons  qu'à  l'instant  t  =  o 
le  point  soit  abandonné  à  lui-même  ou  lancé  avec  la  vitesse  t'o 
dans  la  direction  d'une  ligne  de  plus  grande  pente,  soit  vers 
le  bas,  soit  vers  le  haut.  Le  mouvement  est  alors  rectiligne  et 
le  point  décrit  une  por- 
tion de  ligne  de  plus 
grande  pente. 

Dans  ce  qui  suit  nous 
prendrons  pour  origine  () 
la  position  initiale  du  mo- 
bile (Jlg-  ii4)>  comme 
axe  des  a;  la  ligne  de  plus 
grande  pente  partant  de  O, 
comme  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  Ox  vers  le  haut. 
Nous  appellerons  a  l'angle  de  Ox  avec  l'horizon. 

Dans   une  position  quelconque  du  mobile  m,  son  poids 

peut  être  décomposé  en  une  force 

T  =  m^  sin  a, 

dirigée  suivant  Ox,  et  une  force  N,  normale  au  plan  vers  le 
bas,  égale  kmgcoscL. 

Divers  cas  sont  à  distinguer,  suivant  les  conditions  initiales 
et  la  grandeur  de  l'angle  a  comparé  à  l'angle  de  frotte- 
ment cp  du  point  sur  le  plan. 

Premier  cas  :  le  point  est  abandonné  sans  vitesse  en  O.  — 

Si 

T  </N, 

ou 

tanga  </ 
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o.u 

le  point  reste  immobile,  comme  nous  l'avons  vu. 

Si 

T>/N,        a>?, 

le  point  se  meta  glisser  vers  le  bas;  sa  vitesse  v  k  un  instant 
quelconque  est  dirigée  vers  le  bas  (Jig'  »  ï4)î  le  plan  exern' 
sur  le  point  une  réaction  R  qu'on  peut  décomposer  en  un»* 
force  normale  N'  et  une  force  tangentielle  T'  ;  d'après  les  loi^ 
du  frottement  à  l'état  de  mouvement,  T'  est  en  sens  contralr»- 
de  la  vitesse  et  égale  k/W  en  valeur  absolue. 

Ecrivons  alors  les  deux  équations  du  mouvement  <lu 
point  m,  en  prenant  comme  sens  positif  de  Ox  le  s€u> 
descendant  {Jig.  1 14)9  nous  avons 

cl   iT  .  ^XT» 

m  -^  =      mg  sin  a  — /N  , 
m  — 7^  =  —  '«>?  ces  a  -h  N  ' . 

Mais,  le  point  restant  sur  O^,  on  a  constamment  j^  =  o: 

donc 

N'=  m^cosa, 

et  l'équation  qui  donne  X' devient,  après  suppression  du  fac- 
teur 771, 

•  d*x 

-^  =^(sina— /cosa). 

Comme  tanga  est  supposé  supérieur  à  /",  le  deuxièiiK' 
membre  est  une  constante  positive  el  le  mouvement  est  un 
mouvement  descendant  uniformément  accéléré,  dont  l'accélé- 
ration est 

•                                         sin(a  — ç) 
^(sina  — /cosa)=  ^' ; — ^j 


coso 


en  remplaçant /par  tangcp. 
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En  înté^anl,  on  a 

•^  =^/(8ina— /cosa) 

sans  ajouter  de  constante,  puisque  pour  f  =  o  la  vitesse  est 
supposée  nulle;  puis 

a?  =  -  ^(sina — /cosa)<*, 

sans  ajouter  de  constante,  car  le  mobile  part  de  O. 

Deuxième  cas  :  le  point  est  lancé  vers  le  bas,  avec  une 
vitesse  c'c  —  Comme  la  \itesse  varie  d'une  manière  continue, 
elle  est,  au  début,  dans  le  sens  Ox  :  donc  la  force  de  frotte- 
ment T'  est  en  sens  contraire  et  l'équation  du  mouvement  est 

encore 

d*x 


dt* 


=  ^(sina — fcosa). 


i®  Si  tanga<!y,  «  <C  f  j  le  mouvement  est  uniformément 
retardé,  car  le  coefficient  de  g  est  négatif;  on  a,  en  intégrant, 

dx  .  - 

—  =  ^(sma— /cosa)/  -f-Po; 

la  vitesse  s'annule  au  bout  du  temps 

^{/cosoL  —  sina) 

A  cet  instant  le  mobile  occupe  une  certaine  position  /Wi 
(Jig.  1 14)  facile  à  obtenir  par  la  formule 

X  =  Vot  -\ — ^(sina — /cosa)^* 

qui  donne  le  chemin  parcouru;  il  se  trouve  alors  dans  les 
mêmes  conditions  que  s'il  était  abandonné  en  m^  sur  le  plan, 

A.  il 
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sans  vitesse  milîale,  et  il  reste  immobile  en  m^y  car  a<c. 
En  résumé,  le  mouvement  est  uniformément  retardé  et^  an 
moment  où  la  vitesse  s'annule,  le  point  s'arrête  et  reste  immo- 
bile. C'est  là  le  fait  qui  se  produit,  parexemple^  pour  a  =  o: 
si  on  lance  une  pierre  sur  un  plan  horizontal,  elle  décrit  une 
droite  avec  une  vitesse  décroissante  et  finit  par  s'arrêter. 

2°  Si  tanga>>y,  le  point  se  meut  sur  Ox  d'un  mou\e- 
ment  uniformément  accéléré. 

3"  Si  tanga  =/,  a  =  ^,  l'équation  du  mouvement  est 

le  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 

Troisième  cas  :  le  point  est  lancé  vers  le  hant.  —  Prenons 

le  sens  de  la  vitesse  ini- 

Fig.  ii5.  j 

tiale  Vq  comme  sens  des  j 
positif.  Dans  une  posi- 
tion m,  la  vitesse  du  mo- 
bile est  dans  le  sens  po- 
sitif (^g.  1 15),  donc  T 
est  dans  le  sens  nëgatlf 
comme  m  g  sin  a  ;  les  dcu^ 
forces  T'  =  fmg  cos  a  et  m  g  sin  a  s'ajoutent  alors  pour  donner 
une  force  /w^ (sin a  + /cos a)  dans  le  sens  négatif.  L'équa- 
tion du  mouvement  est 

•3^  =  — <f(sina-f-/cosa); 

elle  définit  un  mouvement  d'abord  uniformément  retardé;  on 

en  déduit 

dûP 

—  =  t?o— ^(sina-f-/cosa)/. 
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Le  point  arrive  au  bout  du  temps 

*       ^(sina -+-/cosa) 


dans  la  position  nti  où  sa  vitesse  s^annule.  A  parlir  de  ce 
inoment,  il  est  dans  les  conditions  du  premier  cas;  il  se  com- 
porte comme  s'il  était  abandonné  sans  vitesse  initiale  sur  le 
plan. 

Si  a£ç,  il  reste  immobile  en  m,  ; 

Si  a  >  ©,  il  revient  sur  ses  pas  d'un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré  d'accélération  ^(sin  a  — /cosol). 


Fig.  ii6. 


103.  Mouvement  d'un  point  sur  un  plan  incliné  sans 
frottement.  —  Quand  un  point  se  meut  sur  un  plan  incliné 
sans  frottement,  /=  o  ;  la  composante  tangentielle  T'  de 
la  réactioa  du  plan  sur  le  point 
est  nulle,  et  cette  réaction  se  ré- 
duit à  la  composante  normale  N' 
(yî^.  ii6). 

Soit  alors  un  point  pesant  m  de 
poids  p  =  mg  mobile,  sans  frotte- 
ment, sur  un  plan  incliné,  faisant  un 
angle  a  avec  l'horizon.  Soit  N'  la  réac- 
tion du  plan  sur  le  point;  décom- 
posons/7 en  deux  composantes,  l'une  T  =/7sina  située  dans 
le  plan  et  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  vers 
le  bas,  l'autre  N  =/>  cosa  normale  au  plan.  Le  point  se  meut 
sous  l'action  des  trois  forces  T,  N  et  N'.  Comme  il  reste  dans 
le  plan,  son  accélération  y  est  dans  le  plan  :  la  résultante  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées,  étant  égale  à  my)  est  donc 
aussi  dans  le  plan.  On  a  donc 


N'=  N  =^>cosa, 
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et  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  point  est  la  force 

T  =  /?  sin  a, 

constante  en  grandeur,  direction  et  sens. 

On  pourra  alors  appliquer  au  mouvement  produit  par  cette 
force  tout  ce  que  nous  avons  dit  du  mouvement  d'un  point 
sous  l'action  d'une  force  constante.  Si  le  point  est  lancé  sui- 
vant une  ligne  de  plus  grande  pente,  vers  le  haut  ou  vers  le 
bas,  ou  abandonné  à  lui-même,  il  prend  un  mouvement  uni- 

formément  retardé  ou  accéléré  d'accélération'^ =  ^sinx 

S'il  est  lancé  dans  une  autre  direction  dans  le  plan,  il  prend 
un  mouvement  parabolique. 

104.  Principe  de  l'égalité  de  Faction  et  de  la  réaction. 

—  Newton  a  énoncé,  sous  le  nom  de  principe  de  Végalitê 
de  Inaction  et  de  la  réaction,  la  loi  suivante  :  Si  un  point  M 
est  sollicité  par  une  force  F  due  à  la  présence  d'un  autre 
point  M',  cette  force  étant  dirigée  suivant  MM',  le  second 
point  M'  éprouve  de  la  part  de  M  une  force  égale  et  directe- 
ment opposée  à  F,  Newton  exprime  ce  fait  en  disant  que  la 
réaction  est  égale  et  opposée  à  l'action. 

Le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  s'étend 
immédiatement  aux  actions  mutuelles  de  deux  systèmes  de 
points  (S)  et  (S'). 

Si  les  points  du  système  (S)  exercent  sur  ceux  de  (S) 
certaines  forces,  inversement  les  points  de  (S')  exercent  sur 
ceux  de  (S)  des  actions  représentées  par  des  forces  égales  et 
directement  opposées  aux  premières. 

Ainsi,  quand  un  cheval  tire  une  voiture,  les  actions  d'un 
des  traits  sur  la  voiture  sont  égales  et  directement  opposées 
à  celles  de  la  voiture  sur  le  trait,  etc.   , 

lOo.    Pression.  —  Comme  application  de   ce   principe 
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général,  nous  pouvons,  dans  les  exercices  précédents  relatifs 
au  mouvement  d'un  point  sur  un  pian,  déterminer  ce  qu'on 
appelle  \di  pression  totale  du  point  sur  ce  plan  ou  force 
pressante. 

Nous  avons  vu  que,  quand  un  point  est  en  équilibre  ou  en 
mouvement  sur  un  plan,  la  résistance  du  pian  ou  réaction 
du  plan  sur  lui  est  une  force  R  ayant  une  composante  normale 
au  plan  N'  et  une  composante  parallèle  au  plan  T'.  Nous 
avons  donné  successivement  les  lois  de  ces  forces  dans 
l'hypothèse  de  l'équilibre,  puis  dans  celle  du  mouvement.. 

D'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
puisque  le  plan  agit  sur  lé  point  en  produisant  une  force  R 
appliquée  au  point,  celui-ci  doit  agir  à  son  tour  sur  le  plan 
et  produire  une  force  — (R)  égale  et  opposée  à  R  et  appli- 
quée au  plan. 

C'est  cette  force  qu'on  appelle  pression  totale  du  point 
sur  le  plan. 

Cette  pression  totale  pourra,  comme  R,  se  décomposer  en 
deux  forces,  l'une  — (N')  normale  au  pian,  égale  et  opposée 
à  N',  l'autre  — (T')  parallèle  au  plan,  égale  et  opposée  à  T'. 

On  pourra  appliquer  ces  considérations  à  chacun  des  pro- 
blèmes précédents. 

Par  exemple,  pour  un  point  pesant  en  équilibre  sur  un 
plan  incliné  avec  frottement  (100),  l'angle  a  étant  au  plus 
égal  à  cp,  la  pression  totale  du  point  sur  le  plan  est  égale  et 
opposée  à  la  réaction  R  du  plan  sur  le  point.  Mais,  comme  R 
est  égal  et  opposé  au  poids  du  point,  la  pression  totale  du 
point  sur  le  plan  est  précisément  égale  au  poids. 

Si  un  point  pesant  de  poids  p  =  mg  glisse  sur  un  plan 
incliné  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente,  la  réaction  R 
du  plan  a  une  composante  normale  N'  égale  et  opposée  à  la 
composante  normale  mg  cosol  du  poids  et  une  composante 
tangentielle  T'=^fmg  cos  a  opposée  à  la  vitesse  V  ;  la  pression 
totale  du  point  sur  le  plan  a  donc  une  composante  normale 
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égale  à  la  composante  normale  du  poids  et  une  composante 
tangentielle  égale  k/mgcosoL  dirigée  snivant  la  vitesse  V.  Là 
pression  totale  est  donc 

^  '        ■'  cos© 

Enfin,  si  un  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  un  plan 
incliné  faisant  l'angle  a  avec  l'horizon, /est  nul,  T'  est  nul. 
la  réaction  .du  plan  se  réduit  à  la  composante  normale 
N'=  mgcosoL  et  la  pression  totale  du  point  sur  le  plan,  égale 
et  opposée  à  N',  est  normale  au  plan  et  égale  à  mgcos%. 


Fig.  117. 


106.  Pendule  simple,  petites  oscillations.  —  Considé- 
rons un  point  pesant  de  masse  m  rattaché  à  un  point  fixe  0 
par  un  fil  inextensible  et  sans  masse.  Supposons  que  ce  point 

soit  lancé  dans  un  plan  vertical  passant 
par  O;  il  décrit  alors  un  arc  de  cercle 
de  centre  O.  Pour  étudier  son  mouve- 
ment, appeloYis  O'  le  point  le  plus  h^> 
de  la  circonférence,  et  6  l'angle  que 
fait,  à  l'instant  t,  le  rayon  Om  avec 
le  rayon  vertical  descendant  00',  cet 
angle  étant  regardé  comme  positif  à 
droite    et    comme    négatif    à    gauche 

Prenons  le]  point  O'  comme  origine 
des    arcs    s    sur    la    circonférence    et 
comptons   ces   arcs    positivement   vers   la   droiie,    dans   le 
sens  O'^.  On  aura  évidemment 

/  désignant  la  longueur  du  pendule. 

La  masse  m  se  meut  dans  le  champ  de  force  uniforme  de 
la  pesanteur  d'intensité^;  elle  est  donc  sollicitée  par  une 
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force  mg  qui  est  son  poids  />,  et  qui  est  parallèle  à  00'  ;  au 
même  poini  matériel  est  appliquée  la  tension  du  fîl  N'  dirigée 
suivant  le  fil,  c'est-à-dire  de  m  vers  O;  il  est  évident,  en 
effet,  que  le  fil  doit  tirer  sur  le  point  avec  une  certaine  force 
pour  ^empêcher  de  s'éloigner  du  centre. 

Nous  allons  chercher  l'accélération  tangentietle  y^  du  mo- 
bile estimée  positivement  dans  le  sens  mT  de  la  tangente 
menée  dans  le  sens  des  arcs  positifs. 

Décomposons  le  poids  mg  en  deux  forces,  l'une 

N  =  /n^cosG 

normale  au  cercle,  l'autre 

q  =  mg  sin6 

tangente  au  cercle,  et  remarquons  que  cette  composante  est 
dirigée  en  sens  contraire  de  mT.  Les  deux  forces  normales  N 
et  N'  ont  une  résultante  N|  normale  au  cercle,  de  sorte  que, 
finalement,  le  point  est  sollicité  par  une  force  tangente  q  et 
par  une  force  normale  Ni  dont  la  valeur  estimée  positivement 
dans  le  sens  mO  est  N|  =  N' —  N. 

L'accélération  est  égale  à  la  résultante  des  forces  agissant 
sur  le  point  divisée  par  m  :  elle  a  donc  une  composante 

tangentielle  égale  en  grandeur  à  -2.,  ayant  mêmes  direction  et 

sens  que  7,  et  une  composante  normale  égale  à  —  • 

La  valeur  de  la  composante  tangentielle  de  l'accélération 
estimée  positivement  dans  le  sens /nT  est  alors  —  —  ;  d'autre 

part,  cette  valeur  est  dans  un  mouvement  quelconque  -j-;» 


on  a  donc  l'équation 
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OU,  en  remplaçant  s  par  /Ô  et  q  par  nig  sin6, 

il  faudrait  tirer  de  cette  équation  8  en  fonction  de  t,  de  telle 
façon  que,  pour  f  =  o,  6  ait  une  valeur  donnée  6©  correspon- 
dant à  l'écart  initial  et  que 

cfs       ,db 
dt         dt 

prenne  une  valeur  algébrique  donnée  v^  égale  à  la  vitesse 
initiale  imprimée  au  point. 

Le  problème  ainsi  posé  dépasse  les  limites  d'une  ana- 
lyse élémentaire,  si  Ton  veut  le  traiter  rigoureusement.  Mais. 
dans  les  applications  à  la  Physique,  on  suppose  ordinairement 
qu'à  rinstant  ^  ==  o,  9  prenne  une  valeur  très  petite  6o  et  que 

la  vitesse  initiale  soit  nulle  ;  ^  ou  6^  est  donc  nul  pour  /  =  u. 

Le  pendule  oscille  alors  en  s'écartant  très  peu  de  la  position 
d'équilibre  00'.  L'arc  8  restant  très  petit,  on  peut  remplacer, 
avec  une  grande  approximation,  sin8  par  9  et  l'équation  du 
mouvement  devient 


Cette  équation  est  de  la  forme 

d^x 


dt^ 


■=.  —  ii»2 


W^J^, 


{"-î) 


équation  linéaire  homogène  à  coefficients  constants. 

Or,  nous  avons  vu  (n"  71  )  que  la  solution  de  cette  dernière 
équation,  qui  prend  la  valeur  Xq  pour  ^  =  o  et  dont  la  dérivée 
prend  la  valeur  x'^  pour  ^  =  o,  est  donnée  par  la  formule 


x\ 


X  =  Xn  CCS  o)  /  H sin  eu  / . 
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On  aura  donc,  en  remplaçant  J7  par  8,  Xq  par  Oo?  ^i  P^^*  Ky 
et  remarquant  que  6J,  est  suppose  nul, 


6  =  60COS/ 


v/f- 


C'est  là  l'équation  des  petites  oscillations  d'un  pendule 
simple,  l'amplitude  des  oscillations  étant  Oq.  On  voit  qu'aux 

époques  o,  tci/— ^  2114 /—^  •••»  la  valeur  de  0  est  alternative- 
ment 60 j  —  Qflj  —  La  durée  de  V oscillation  simple  est  donc 


ir 


i/i 


Calcul  de  la  vitesse  dans  le  cas  général.  —  En  se  plaçant 
dans  le  cas  général,  on  peut  déterminer  rigoureusement  la 
vitesse  dans  un  mouvement  pendulaire,  comme  il  suit.  Multi- 


d^ 


plions  les  deux  membres  de  (i)  par  2  -7- *  nous  aurons 


dt 


d^  ûf«0  A'  .   n^B 

X  -T-     —r-r    =  -2  ^  SI  n  »J  -r-  • 

dt   df^  t  dt 


rfey 


Sous  celte  forme,  le  premier  membre  est  la  dérivée  de  (   ,   . 

par  rapport  à  /  et  le  deuxième  de  2  j  cosO.  Ces  deux  fonctions 
ayant  des  dérivées  égales  diffèrent  par  une  constante,  donc 


(3) 


(a)"-»f 


cos  G  -h  c  ; 


la  vitesse  v  du  pendule  étant 


ds  ,  ûf  8 

dt  dt 

cette  formule  équivaut  à 
h  étant  une  constante. 
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A  rinstant  initial  6  =  9©,  i^  =  t'a,  donc 

h=vl  —  2^/cosOo; 

la  formule  qui  donne  ç  est  alors 

(4)  i'*  —  PÎ=!2^/(cos6  —  cosOq)» 

et  si  la  vitesse  initiale  est  nulle, 

(5)  p*  =  2^/(cos6  —  cos6o). 

Dans  le  courant  d'une  oscillation  simple,  0  varie  de  6o  ^ 
—  6o,  ('part  de  zéro  et  revient  à  zéro  en  passant  par  un  maxi- 
mum pour  0  ==  o,  c'est-à-dipe  au  moment  ou  le  pendule  passe 
par  la  verticale. 

Application  du  théorème  de  la  force  vire.  —  L'équation  (4  ) 
peut  être  écrite  immédiatement,  comme  application  du  théo- 
rème de  la  force  vive.  Lorsque  le  pendule  passe  de  la  position 
initiale,  correspondant  à  Tangle  Oq,  à  une  position  quelconque, 
la  somme  des  travaux  des  forces  appliquées  se  compose  do 
travail  de  la  tension  du  fil  qui  est  nulle,  car  cette  force  est 
constamment  normale  à  la  trajectoire,  et  du  travail  du  poids 
qui  est  mg{z  —  ^o)  si  Ton  prend  pour  axe  Oz  la  verticale 
descendante  d'origine  O.  La  variation  de  la  demi-force  vive 

étant  -/Wi^* —  T^^\t  ^^  *  l'équation 

(6)  -niv^—  -  mvl  =  mg{z^  «o) 

qui  est  identique  à  l'équation  (4),  car 

^  =  /cos6,        ^o=^cos6o. 

Énergie  du  pendule  dans  le  champ  de  la  pesanteur.  —  Dans 
le  problème  que  nous  venons  de  traiter  le  point  m  se  meut« 
sans  frottement,  sur  une  circonférence  fixe,  dans  le  champ 
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de  la  pesanteur  qui  dérive  de  la  fonction 

U  =  mgz. 

L'équation  (6)  des  forces  vives  conserve  la  même  forme 
que  si  le  point  était  libre  dans  le  champ,  car  le  travail  de  la 
réaction  normale  est  nul.  Les  surfaces  de  niveau  sont  les 
plans  horizontaux;  chaque  fois  que,  dans  son  mouvement, 
le  mobile  repasse  par  une  même  surface  de  niveau,  il  reprend 

la  même  vitesse  en  grandeur.  L'énergie  totale  -  nw*^  -^  ^g^ 
du  point  dans  le  champ  reste  constante. 

Calcul  de  la  réaction  normale  du  cercle.  —  Nous  avons 
appelé  N'  la  réaction  normale  du  cercle  {fig-  117)  estimée 
positivement  vers  le  centre  O.  Pour  calculer  cette  réaction 
normale,  il  suffit  d'appliquer  la  deuxième  des  équations  in- 
trinsèques du  mouvement  (75) 

? 

OÙ  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  et  F^  la  somme 
des  projections  des  forces  sur  la  normale  principale  estimée 
positivement  vers  le  centre  de  courbure.  Actuellement  p  =  /; 
¥n  est  égal  à  la  somme  des  projections  de  la  réaction  nor- 
male N'  et  du  poids  mg  sur  m  O  :  on  a  donc 

N —  mg  cos6  =  —J-* 

Remplaçant  v^  par  sa  valeur  (4)  tirée  de  l'équation  des 
forces  vives,  on  a,  après  réduction. 


N'=  w^pcosO  — 'icosOo-v  ^A 


m 

Cette  formule  détermine  la  réaction  du  cercle  dans  chaque 
position  du  mobile.  Si  N'  est  positif,  la  réaction  est  dirigée 
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vers  le  cenlre  ;  si  N'  est  négatif,  elle  est  dirigée  à  l'opposé  du 
centre. 

Suivons  le  mouvement  en  partant  de  la  verticale  descen- 
dante. Pour  0  =  0,  la  réaction  est  -maximum  et  évidemment 
positive,  car  3  —  2  cosO©  >  o-  Quand  le  pendule  monte. 
Q  augmente,  cosO  diminue,  W  diminue.  Si  le  pendule  atteint 
et  dépasse  une  valeur  6i  de  6  qui  annule  Texpression  de  N',  U 
réaction  s'annule  pour  0  =  6|  et  change  de  sens  pour  Ô>  5,. 
Pour  réaliser  physiquement  ce  cas,  il  faudrait  remplacer  le 
fil  du  pendule  par  une  tige  rigide  et  sans  masse;  alors  quand 
N'  serait  positif  cette  tige  serait  tendue  et  tirerait  le  pendule 
vers  le  centre;  quand  N'  serait  négatif  cette  tige  serait  com- 
primée et  repousserait  le  pendule  vers  l'extérieur. 

Lorsque  le  pendule  est  rattaché  en  O  par  un  simple  fil 
flexible,  ce  fil  reste  tendu  tant  que  N'  >  o;  mais  dans  la  po- 
sition supposée  b  =  64  où  N'  s'annule  pour  devenir  ensuite 
négatif,  le  fil  se  détend  et,  comme  il  n'oflre  aucune  résislanc*' 
à  la  compression,  le  pendule  quitte  la  circonférence  au 
point  8  =  Oi  avec  la  vitesse  Vi  qu'il  possède  à  ce  moment  et 
se  meut  comme  un  point  libre  sous  l'action  de  la  pesanteur, 
en  décrivant  une  trajectoire  parabolique 'd'axe  vertical,  ^^o//■ 
aux  Exercices.) 

Pression  du  point  sur  le  cercle.  —  La  réaction  du  cercle 
sur  le  point  étant  N',  la  pression  du  point  sur  le  cercle  est 
une  force  égale  et  opposée  à  N',  comme  il  résulte  du  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  VI. 


1.  Ud  pendule  simple  de  longueur  /  est  placé  dans  la  verlicale 
descendante  et  lancé  avec  une  vitesse  initiale  donnée  v^^  étudier  /« 
variation  de  la  vitesse  et  la  variation  de  la  réaction  normale. 
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Réponse  : 

Si  Ton  prend,  comme  dans  le  texle,   un   axe   vertical    descen- 
dant O^,  on  a  ici 

Oo  =  0,        zo  =  /, 


N'.^[,.-./-.^] 


Appelons  a  la  valeur  de  e  qui  annule  l'expression  de  la  vitesse 

(i)  a  =  l-^; 

nous  pourrons  écrire 

V»  =     2ff    (z  —  a), 

(2) 


h'=¥(-H 


La  valeur  de  a  est  évidemment  plus  petite  que  /:  en  choisissant 
convenablement  la  vitesse  initiale  Vq  on  peut  faire  prendre  à  a  telle 
valeur  que  l'on  veut,  inférieure  à  /.  Gomme  v^  est  essentiellement 
positif,  on  a  ^  >  a  ;  le  pendule  reste  au-dessous  de  la  droite  horizon- 
tale D  ayant  pour  équation  ^  =  a.  Si  cette  droite  coupe  le  cercle,  la 
vitesse  s'annule  aux  points  de  rencontre,  le  mouvement  est  oscilla- 
toire; si  elle  est  au-dessus  du  cercle,  la  vitesse  ne  s'annule  jamais, 
le  mouvement  se  fait  toujours  dans  le  même  sens;  il  est  révolutif. 
Si  elle  est  tangente  au  cercle  au  point  le  plus  haut  (a  =  —  /)>  la  vitesse 
tend  à  s'annuler  au  point  le  plus  haut;  dans  ce  cas  lé  pendule  tend 
vers  le  point  le  plus  haut  sans  jamais  y  arriver;  on  peut  faire  toutes 
les  intégrations.  (Exercice  a.) 

Passons  maintenant  à  la  réaction  N'.  La  valeur  algébrique  N'  de  la 
réaction  est  positive  tant  que  le  mobile  est  au-dessous  de  la  droite  D' 
ayant  pour  équation 

2 

z  =  -a. 

Si  cette  droite  ne  coupe  pas  le  cercle  ou  le  coupe  en  des  points 
que  n'atteint  pas  le  pendule,  la  réaction  reste  positive.  Si  elle 
coupe  le  cercle  en  des  points  Mi  qu'atteint  le  pendule,  la  réaction 
s'annule  en  ces  points,  et  devient  négative  au-dessus.  Le  pendule 
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étant  supposé  attaché  en  O  par  un  (il,  le  fil  se  détend  quand  le  pen- 
dule arrive  en  Mi  et  ensuite  le  pendule  quitte  le  cercle  pour  décrire 
un  arc  de  parabole,  d'axe  vertical,  ayant  en  Mi  même  tangente  et 
même  rayon  de  courbure  que  le  cercle.  (Ce  dernier  fait  résulte 
de  l'application  de  la  deuxième  équation  intrinsèque  du  mouvement 
au  point  de  raccord  Mf.)  Voyons  quelles  conditions  doit  remplir  la 
vitesse  initiale  c^o  pour  que  la  réaction  reste  positive. 


Si 


i  a  >  o,  la  droite  D'f  .s  =  —^\  est  au-dessus  de  la  droite  D(«  =  a); 

la  réaction  ne  s'annule  pas,  car  le  mobile  restant  au-dessous  de  D 
n'atteint  pas  D'.  Si  a  <  o,  la  droite  D'  est  au-dessous  de  D.  Pour 
que  la  réaction  ne  puisse  pas  s'annuler,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
droite  D'  ne  coupe  pas  le  cercle,  c'est-à-dire 

3   ^ 

Remplaçant  a  par  son  expression  (i)  on  voit  que  la  réaction  oe 
s'annule  pas  dans  les  deux  cas  suivants  : 

pj<a^/    (oscillation  au-dessous  du  centre), 

vl^bgl    (mouvement  révolutifà  réaction  positive,  looping  theloop). 

Si  l'on  avait 

la  réaction  s'annulerait  et  le  pendule  quitterait  le  cercle. 


2.  Intégration  rigoureuse  de  l'équation  de  pendule  simple  quand 
la  vitesse  tend  à  s'annuler  au  point  le  plus  haut. 

Réponse  : 

Dans  cette  hypothèse  on  a 

p«  =  a^(^-h/), 
^^\di)  =^^^('-*-cos6)  =  4^/cos«-- 

Comptons  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  le  pendule  passe  par  U 
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Tertîcale,  alors  6  croît  avec  /  : 


*«__,/>„.« 


3?  =  »V/T<=«*-' 


*Af 


h'. 

cos- 

7. 


^/=logtang(U|). 


Quand  0  tend  vers  tc,  t  augmente  indéfiniment.  On  pourra,  dans  ce 
cas,  calculer  Tangle  0,  pour  lequel  la  réaction  s^annule  :  il  corres- 
pond à 

«= — -c->         cosOi= — -. 

3.  Un  point  se  meut  sans  frottement  sur  une  courbe  fîxe  ou  sur 
une  surface  fixe  dans  un  champ  de  forces  dériy^aÊ  àm.lA  iaatmmm  W. 
Montrer  que  l'énergie  totale  du  point  dans  le  champ  reste  constante. 

Réponse  : 

On  applique  le  théorème  des  forces  vives:  le  travail  de  la  réaction 
normale  étant  nul^  on  a 
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Fig.  Il 8. 


uJ^ 


107.  Sens  positif  de  la  rotation  autour  d'un  axe.  — 

Soit  un  axe  A  sur  lequel  on  a  fait  choix  d'un  sens  positif  z' z 
indiqué  par  une  flèche  (Jiff-   ii8).  Imagi- 
nons un  point  M  qui  se  meut  dans  Tespace 
en  suivant  une  courbe  quelconque  G,  non 
située  dans  un  même  plan  avec  l'axe;  on  dit 
que  le  point  tourne  autour  de  Taxe  dans  le 
sens  positif  quand  un  observateur  debout  le 
long  de  l'axe,  les  pieds  en  5'  et  la  tête  en  5,  voit 
le  point  marcher  de  sa  gauche  vers  sa  droite. 
Dans  le  cas  contraire,  on  dit  que  le  point 
tourne  autour  de  l'axe  dans  le  sens  négatif. 
Par  exemple,   si  l'on  pose  une  montre 
sur  une  table,  le  cadran  en  l'air,  et  si  par  le  centre  de  la 
montre  on  mène  un  axe  vertical,  orienté  positivement  vers  le 
A. 


X' 


33 
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haut,  les  exlrémités  des  aiguilles  lournent  autour  de  cet  ax«- 
dans  le  sens  positif. 

Revenons  au  cas  général   et  supposons  l'axe  z! z  réaliNt^ 

matériellement;  puis  prenons  Fex- 
*^*  "     "'  trémité  z  de  Taxe  entre  les  doigb 

de  la  main   droite;   le    sens   po- 
sitif est  le   sens  dans    lequel   od 
tend  naturellement  à  faire  tourner 
Taxe  entre  les  doigts.  Ainsi ^  quand 
on  veut  faire  tourner  une  toupir 
sur  une  table,  on  prend   Tex tré- 
mité z  de  Taxe^'^  entre  les  doigts 
de  la  main  droite  i^fig-  1 18  his)^  et  on  la  fait  naturellement 
tourner  dans  le  sens  positif  autour  de  la  verticale  ascen- 
dante z^  z. 

108.  Moment  linéaire  d'un  vecteur  par  rapport  à  on 
point»  —  Soit  i^fig-  119)  un  vecteur  P  d'origine  A  et  un 
point  arbitraire  B  de  l'espace.  Le  moment  linéaire  du  vec- 
teur P  par  rapport  au  point  B  est  un 
autre  secteur  BG  d'origine  B  ayant  : 


Fig.  119. 


A 


/."- 


1®  Une  longueur  BG  égale  numé- 
<l'^^  ^s.  riquement  au  produit  PS  du  vecteur 

U:^l ^f        par  sa  distance  0  au  point  B; 

2"  Une  direction  perpendicuiairt^ 
au  plan  B\P  déterminé  par  le  vec- 
teur et  le  point  B; 
3®  Un  sens  tel  qu'un  mobile  parcourant  le  vecteur  AP  de  A 
vers  P  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  l'axe  orienté  BG. 

Ces  définitions  déterminent  complètement  le  mouieni 
linéaire  BG.  On  peut  remarquer  que,  si  un  mobile  suivait  l«* 
moment  linéaire  BG  de  B  vers  G,  il  tournerait  aussi  dans  le 
sens  ]>ositif  autour  de  Taxe  orienté  AP. 
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Quand  on  représenle  les  longueurs  et  les  vecleurs  à  la 
même  échelle,  ce  que  nous  supposerons  constamment  par  la 
suite,  la  grandeur  P&  du  moment  linéaire  BG  est  numérique- 
ment égale  au  double  de  Taire  du  triangle  BAP. 

Le  moment  linéaire  d'un  vecteur  P  par  rapport  à  un  point 
ne  change  évidemment  pas  quand  on  transporte  ce  vecteur 
en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  sans  altérer  ni  sa 
grandeur  ni  son  sens.  Si,  laissant  la  grandeur  et  la  direction 
d'un  vecteur  invariables,  on  changeait  son  sens,  son  moment 
linéaire  par  rapport  à  un  point  changerait  lui-même  de 
sens. 

Jje  moment  linéaire  d'un  vecteur  P  par  rapport  à  un  point  H 
reste  le  même  en  grandeur,  direction  et  sens,  quand,  laissant 
le  vecteur  invariable,  ou  déplace  le  point  B  sur  une  parallèle 
au  vecteur. 

La  distance  8  se  nomme  le  bras  et» levier  du  vecteur  rela- 
tivement au  point  B. 

Cas  où  le  moment  linéaire  d'un  vecteur  est  nul.  -^  Pour 
que  le  moment  linéaire  BG  =  P8  soit  nul,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'un  des  facteurs  P  ou  8  soit  nul;  donc  il  faut  et  il 
suffit,  ou  bien  que  le  vecteur  soit  nul,  ou  bien  que  sa  direc- 
tion passe  par  le  point  B  par  rapport  auquel  on  prend  le 
moment.  Ces  deux  cas  sont  précisément  les  seuls  cas  dans 
lesquels  le  plan  BAP  serait  indéterminé. 

109.  Théorème.  —  Le  moment  linéaire  d^un  vec- 
teur AP  par  rapport  à  un  point  B  est  égal  au  moment 
linéaire,  par  rapport  au  même  point,  de  la  projection 
du  vecteur  sur  un  plan  mené  par  A  perpendiculaire- 
ment à  AB. 

Soient  en  effet  {Jig*  120)  un  vecteur  AP  d'origine  A  et  un 
point  B;  menons  par  A  un  plan  perpendiculaire  à  BA  et 
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appelons  p  la  projection  orthogonale  du  vecteur  P  sur  c»' 
plan;  il  faut  montrer  que  les  deux  vecteurs  V  el  p  ont  \^ 

même  moment  -  linéaire  par  rappori 
à  B.  En  effet,  ces  deux  moments  onl 
.  même  grandeur,  car  les  deux  triangles 

BAP  et  BA/?  sont  évidemment  équi- 
valents dès  qu'on  leur  donne  comme 
1*  base   commune    BA;    ils  ont    menu* 

/direction,  car  ils  sont  perpendicu- 
laires aux  deux  plans  BAP  et  B\// 
qui  se  confondent  ;  ils  ont  au><i 
même  sens,  car  un  mobile  suivant 
Tun  ou  l'autre  des  vecteurs  AP  ou  A/>  tourne  dans  le  même 
sens  autour  d'une  perpendiculaire  élevée  en  Bau  plan  BAI*/*. 

110.  Théorème  fondamentaL  —  Le  moment  linéaire, 
par  rapport  à  un  point,  de  la  résultante  de  plusieurs 
vecteurs  de  même  origine  est  égal  à  la  somme  géomé' 
trique  des  moments  linéaires  de  ces  vecteurs. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  pour  deux  >ec- 
teurs  de  même  origine;  nous  passerons  de  là  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  vecteurs. 

Deux  vecteurs.  —  Soient  deux  vecteurs  concourants  AI* 
et  AQ  appliqués  au  point  A,  AR  leur  somme  géométrique 
ou  résultante  (Jlg*  121).  Prenons  les  moments  linéaire> 
respectifs  BG,  BH,  BK  de  ces  Irois  vecteurs  par  rapport  a  uu 
point  quelconque  B;  il  faut  montrer  que  le  vecteur  K  est  la 
somme  géométrique  des  vecteurs  G  et  H.  Pour  cela,  menou^ 
par  A  un  plan  II  perpendiculaire  à  AB  et  appelons  />,  9,  r 
les  projections  des  trois  vecteurs  P,  Q,  R  sur  ce  plan;  comme 
la  projection  d'un  parallélogramme  est  un  parallélogramme, 
le  vecteur  /•  est  la  somme  géométrique  des  vecteurs  />  et  y. . 
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D'après  le  théorème  I,  les  moments  linéaires  des  rec- 
teurs P,  Q,  R  par  rapport  à  B  sont  identiques  à  ceux  des 
>ecteurs/>,  9,  r;  ils  sont  donc  égaux  aux  produits  de  p^  q^  r 
par  BA  et  perpendiculaires  aux  plans  BA/>,  BA^r,  BAr  dans 
le  sens  indiqué  par  la  définition  des  moments  linéaires.  Ces 
trois  moments  G,  H,  K  sont  évidemment  dans   un  même 

Fig.  lai. 


plan  n'  perpendiculaire  à  AB  au  point  B.  Cela  posé,  menons 
par  B  trois  vecteurs  BG',  BH'  et  BK'  respectivement  paral- 
lèles aux  vecteurs/?,  y,  /•,  de  même  sens  qu'eux  et  égaux  aux 
produits  dé  /?,  q^  r  par  BA; 

BG'  =  /)xBA,         BH'=^xBA,         BK'=rxBA. 

Ces  trois  vecteurs  sont  également  dans  le  plan  U'.  La 
figure  BCK'H'  est  alors  homothétique  de  kprq^  et,  comme 
cette  dernière  est  un  parallélogramme  de  diagonale  Ar,  la 
première  est  un  parallélogramme  de  diagonale  BK'. 

Mais,  maintenant,  pour  obtenir  les  trois  moments  linéaires 
BG,  BH  et  BK  de  p^  y,  /•,  par  rapport  à  B,  il  suffit  de  faire 
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tourner  l'ensemble  des  trois  vecteurs  BG',  BH',  BK'  d'un 
angle  droit  autour  de  BA.  dans  le  sens  positif  des  rotalions  : 
donc  BK  est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  BG  et  BH,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Nombre  quelconque  de  Tecteurs  de  même  origine.  — 
Soient  n  vecteurs  Pi,  Pj,  ...*  P«  ayant  même  origine  A, 
et  R  leur  résultante.  Construisons  les  moments  linéaires  BG|, 
BG2,  . . .,  BG,i  de  ces  vecteurs  par  rapport  à  un  point  B  et 
soit  BG  le  moment  linéaire  de  R.  11  faut  montrer  que  BG  esi 
la  somme  géométrique  de  BG|,  BG2,  . . .,  BG«. 

On  pourrait  employer  la  même  méthode  que  précédemmeni 
en  remplaçant  tous  les  vecteurs  par  leurs  projections  sur  le 
plan  n  mené  par  A  perpendiculairement  à  AB,  et  remarquant 
que  la  projection  de  la  résultante  R  sur  ce  plan  est  la  somme 
géométrique  des  projections  des  composantes. 

Nous  emploierons  une  autre  méthode  qui  consiste  a  mon- 
trer que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  n  —  1  vecteurs  àv 
même  origine,  il  l'est  pour  n.  Soit  Q  la  résultante  des  n  —  1 
vecteurs  P»,  P2,  ...,  P«-!  et  BH  son  moment  linéaire  par 
rapport  à  B.  Par  hypotlièse,  BH  est  la  somme  géométrique 
de  BG|,  BG2,  . . .,  BG//_i 

( BH )  =  (BG,  )  -h  ( BG,)  H- . . . -h  ( BG„-,  ). 

La  résultante  R  des  n  vecteurs  donnés  P|,  Pj,  ...,  P., 
s'obtient  en  composant  Q  avec  P«;  donc  le  moment  linéaire* 
BG  de  R  est  la  somme  géométrique  des  moinents  BH  et  BG,,. 
de  Q  et  de  P„ 

(BG)  =  (BH)-4-(BG„). 
Il  en  résulte 

(BG)  =  (BGi)-f.(BG2)-4-...-4-  (BG«), 
ce  qui  démontre  le  théorème 


Fig.  laa. 
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1 1 1  «  Système  de  vecteurs  quelconques  ;  somme  géo- 
métrique et  moment  résultant  par  rapport  à  un  point.  — 
Soient  des  vecteurs  Ai  P| , 
'^2p2>  "  "t  ^nPtt  placés  d'une 
façon  quelconque  dans  Tes- 
pace  (Jig.  122).  Prenons  un 
point  B  quelconque,  et  fai- 
sons les  deux  constructions  sui- 
\antes  : 

1°  Par  le   point  B  menons 
des  vecteurs  BP;,  BP;,  ...,  BP;, 

égaux  et  parallèles  aux  vecteurs  proposés,  et  construisons  leur 
somme  géométrique  BR;  ce  vecteur  R  est,  par  définition,  la 
somme  géométrique  ou  résultante  générale  des  vecteurs 
donnés  relativement  au  point  B. 

2°  Prenons  les  moments  linéaires  BG|,  BG2,  .  ■ .,  BG,i  des 
vecteurs  proposés  par  rapport  au  point  B  et  construisons 
leur  somme  géométrique  BH  ;  ce  vecteur  est,  par  définition, 
le  moment  résultant  des  vecteurs  donnés  par  rapport  au 
point  B. 

A  chaque  point  B  de  l'espace  correspond  ainsi  une  somme 
géométrique  et  un  moment  résultant.  Quand  le  point  B  se 
déplace,  la  somme  géométrique  reste  la  même  en  grandeur, 
direction  et  sens,  comme  il  résulte  de  sa  définition  même, 
mais  le  moment  résultant  change  en  général. 


Application  à  un  système  de  reoteurs  de  même  origine.  — 
Si  l'on  imagine,  en  particulier,  un  système  de  vecteurs  APi, 
AP2,  . . .,  APn  ayant  même  origine,  leur  somme  géométrique 
relative  au  point  A  n'est  autre  chose  que  leur  résultante  R, 
vt  leur  moment  résultant  relatif  au  point  A  est  évidemment 
nul. 

Pour  tout  autre  point  B,  la  somme  géométrique  des  vecteurs 
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considérés  est  égale  à  leur  résultante  R  en  grandeur,  direcllon 
et  sens;  leur  moment  résultant  BH  par  rapport  au  poinlB 
est,  d'après  le  théorème  précédent,  égal  au  moment  de  leur 
résultante  AR  par  rapport  au  même  point  :  il  est  donc  per- 
pendiculaire à  la  somme  géométrique. 


Fig.  133. 


>, 


112.  Couple  de  vecteurs  :  axe  d'un  couple.  —  Appli- 
quons, en  particulier,  les  définitions  précédentes  à  un  syslèim- 
de  deux  vecteurs  P  et  P|  égaux,  parallèles  et  de  sens  con- 
traires (^fig*  12.3).  Ce  système  de  deux  vecteurs  s'appelle  un 
couple  de  vecteurs. 

Soit  B  un  point  quelconque  de  l'espace;  si  l'on  mène  par 

ce  point  deux  vecteurs  BP'  et  BP, 
^gaux  et  parallèles  aux  deux  vec- 
teurs donnés,  leur  somme  géf»- 
]nétrique  est  évidemment  nulle. 
Cherchons,  d'autre  part,  le* 
moment  résultant  relatif  a« 
point  B;  nous  démontrerons  que 
ce  moment  résultant  est  1^ 
même  en  grandeur,  direclion 
et  sens,  quel  que  soit  le 
point  B  choisi.  Pour  cela,  remarquons  que,  si  l'on  a  abai>*t^ 
du  point  B  des  perpendiculaires  BA  et  BAi  sur  les  deux  ver- 
leurs  P  et  Pi,  le  plan  BAA|  est  perpendiculaire  à  la  direction 
commune  des  vecteurs  et  les  deux  moments  linéaires  W» 
et  BG|  des  vecteurs  par  rapport  à  B  sont  dans  ce  plan,  ainsi 
(jue  leur  moment  résultant  BH.  Prenons  ce  plan  pour  pld" 
de  la  figure  124,  le  vecteur  P  étant  supposé  dirigé  en  avani 
du  plan  de  la  figure  et  le  vecteur  P,  en  arrière. 

Le  moment  linéaire  de  P  par  rapport  à  B  est  un  vec- 
teur BG  =  1^  X  V.B  situé  dans  lé  plan  de  la  figure,  perpendi- 
culaire à  AB,  dans  le  sens  indiqué.  De  même,  le  inomeni 
linéaire  de  P,  par  rapport  à  B  est  un  vecteur  BG|  =  P  x  Ai  l^' 
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car  P|  =  P,  perpendiculaire  à  Ai  B.  Le  moment  résultant  BH 
est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  BG  et  BGi; 
ce  vecteur  est  perpendiculaire  à  AA|  et  égal  à  P  x  AAi.  En 
effet,  si  Ton  faisait  tourner  le  triangle  BGH  d'un  angle  droit 
autour  de  B,  dans  son  plan,  on  Tamènerait  dans  la  posi- 
tion BG'H',  dans  laquelle  les  côtés  BG'  et  G' H'  seraient 
parallèles  aux  côtés  AB  et  B  A|  de  même  sens  qu'eux  et  égaux 
aux  produits  de  ces  côtés  par  P;  le  troisième  côté  BH  serait 
donc  amené  aussi  à  être  parallèle  à  AA|,  de  même  sens 
que  AA|  et  égal  au  produit  P  x  AA|.  Donc,  avant  la  rotation 
du  triangle,  le  côté  BH  était  perpendiculaire  à  AA|,  c'est- 
à-dire  au  plan  du  couple,  et  égal  à  P  x  AAi.  Il  reste  donc  le 
même  en  grandeur,  direction  et  sens,  quel  que  soit  le  choix 
du  point  B. 

Le  moment  résultant  d'un  couple  de  vecteurs   s'appelle 
Vaxe  du  couple. 

L'axe  d'un  couple  est  ainsi  un  vecteur  défini  en  grandeur, 
direction  et  sens,  mais  non  en  position,  car  son  point  d'appli- 
cation est  un  point  quelconque  B  de  l'espace.  Pour  obtenir 
les  éléments  de  cet  axe  (gran- 
deur, direction  et  sens),  il  suffit 
de  prendre  le  moment  résul- 
tant du  couple  par  rapport  à  un 
point  particulier,  par  exemple 
par  rapport  au  point  A|  pris 
sur  l'un  des  vecteurs  P|  du 
couple;  l'axe  du  couple  est  le 
moment  résultant  des  deux  vec- 
teurs P  et  P|  par  rapport  au 
point  A,  (Jtg.  124);  comme  le 
moment  de   P|    est  nul,  l'axe 

se  réduit  au  moment  linéaire  A|H|  de  P  par  rapport  au 
point  A,  ;  il  est  donc  égal  au  produit  de  P  par  la  plus  courte 
distance  A\^|  des  deux  vecteurs,  perpendiculaire  au  plan  du 


Fig.  ii'i. 
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rt' 


346  COURS  DE   MÉCANIQUE. 

couple  et  dirigé  dans  un  sens  tel  qu'un  mobile  suivant  VI* 
tourne  autour  de  A|  H|  dans  le  sens  positif.  La  distance  def 
deux  vecteurs  est  le  bras  de  levier  du  couple;  la  gran- 
deur  P  X  AA|  de  l'axe  est  le  moment  du  couple.  On  peut 
remarquer  que  ce  moment  est  égal  à  l'aire  du  parallélogramme 
construit  sur  les  deux  vecteurs  du  couple. 

Quand  le  moment  d'un  couple  est  nul,  ou  bien  le  fac- 
teur P  est  nul  et  les  deux  vecteurs  du  couple  sont  nuls,  ou 
bien  le  bras  de  levier  AA|  est  nul  et  les  deux  vecteurs  soqI 
égaux  et  directement  opposés. 


V\%.    120. 


XA 


113.  Moment  par  rapport  à  un  axe.  —  Soit  un  axe  w': 
sur  lequel  on  a  fixé  un  sens  positif,  de  z'  vers  z  par  exemple, 

et  un  vecteur  P  appliqué  au 
point  A;  le  moment  du  vecteur 
par  rapport  à  Vaxe  est  la  va- 
leur algébrique  du  moment 
linéaire  de  la  projection  du 
vecteur  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  l^axe  par  rap- 
port au  pied  de  Vaxe  sur  ce 
plan. 

Menons,  d'après  cela  {fig*  ^  ^ J  '' 
un  plan  quelconque  II  perpen- 
diculaire à  l'axe,  appelons  0  le 
pied  de  l'axe  sur  ce  plan  et 
ap  la  projection  du  vecteur  AP  sur  ce  plan.  Le  moment 
linéaire  de  ap  par  rapport  au  point  O  est  un  vecteur  Oh  di- 
rigé suivant  O^.  Le  moment  de  AP  par  rapport  à  l'axe  est 
le  segment  OA,  c'est-à-dire  la  longueur  Oh  précédée  au 
signe  4-  ou  du  signe  —  suivant  que  OA  est  dirigé  dans  le 
sens  positif  de  Taxe  ou  en  sens  contraire.  Dans  la  figure  i2->' 
ce  moment  est  positif. 
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Remarques  sur  la  grandeur  et  le  signe  du  moment  d'un 
▼ecteur  par  rapport  à  un  axe.  —  Soit  8  la  plus  courte  dis- 
tance du  vecteur  AP  à  l'axe  ;  cette  plus  courte  distance  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  FI,  suivant  la  perpen- 
diculaire OD  kap.  La  valeur  absolue  du  moment  Oh  par 
rapport  k  z' z  est  égale  à  ap  xOj  c'est-à-dire  au  double  de 
l'aire  Oap;  quant  au  signe  à  donner  à  ce  moment,  il  est  -f- 
ou  —  suivant  qu'un  mobile  parcourant  ap  tourne  autour 
de  z'z  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif  des  rotations. 

Si  l'on  désigne  par  6  l'angle  du  vecteur  AP  avec  l'axe  Vs, 
on  a  évidemment  ap=:  APsinô.  Le  moment  du  vecteur  AP 
par  rapport  à  l'axe  est  donc  aussi  dz  AP,  S,  sinO,  où  il  faut 
prendre  -|-  ou  —  suivant  qu'un  mobile  allant  de  A  en  P 
tourne  autour  de  z'z  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif 
des  rotations. 

Le  moment  d'un  vecteur,  par  rapport  à  un  axe,  ne 
change  pas  quand  on /ail  glisser  le  vecteur  le  long  de  la 
droite  indéfinie  qui  le  porte.  En  effet,  cette  opération  ne 
change  aucun  des  trois  facteurs  AP,  5,  sin9,  ni  le  signe  à 
prendre  devant  le  produit. 

Si  deux  vecteurs  sont  égaux  et  directement  opposés, 
leurs  moments  par  rapport  à  un  même  axe  sont  égaux  et 
de  signes  contraires.  En  effet,  les  trois  facteurs  sont  les 
mêmes  pour  les  deux  moments;  les  signes  seuls  sont  diffé- 
rents. 

Cas  où  le  moment  est  nul.  —  D'après  la  dernière  expres- 
sion, le  moment  par  rapport  à  un  axe  est  le  produit  de 
trois  facteurs  :  i"  le  vecteur  donné;  2"  sa  plus  courte  dis- 
tance à  l'axe  ;  3**  le  sinus  de  l'angle  du  vecteur  avec  l'axe. 

Pour  que  le  moment  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un 
de  ces  facteurs  le  soît,  c'est-à-dire  :  i*  ou  que  le  vecteur  soit 
nul;  2?  ou  bien  qu'il  rencontre  l'axe;  3**  ou  bien  qu'il  soit 
parallèle  à  l'axe. 
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Dans  les  deux  derniers  cas,  le  vecteur  est  dans  un  même 
plan  avec  l'axe;  donc,  pour  qu'un  vecteur  ait  un  momenl 
nul  par  rapport  à  un  axe,  il  faut  et  il  suffit  :  ou  bien  que  le 
vecteur  soit  nul,  ou  bien  qu'il  soit  dans  un  même  plan  avec 
l'axe. 

H4.  Théorème.  —  Le  moment  d^un  vecteur^  par  raf>- 
port  à  un  axe,  est  la  valeur  algébrique  de  la  projection 
sur  cet  axe  du  moment  linéaire  du  vecteur  par  rapport 
à  un  point  quelconque  pris  sur  Vaxe. 

Soit  {Jîg*  123)  un  point  quelconque  B  pris  sur  l'axe  z* z  : 
construisons  le  moment  linéaire  BK  du  vecteur  AP  par  rap- 
port au  point  B,  et  projetons  ce  vecteur  en  BAr  sur  Taxe.  Il 
faut  montrer  que  le  moment  de  AP  par  rapport  à  l'axe  est 
égal  au  segment  BA",  avec  son  signe,  c'est-à-dire  que 
BAr  =  OA  en  grandeur  et  signe.  On  voit  d'abord  sur  la 
•  figure  que  les  deux  segments  BAr  et  O/i  ont  même  sens,  c'est- 
à-dire  même  signe.  Il  reste  à  voir  qu'ils  ont  même  valeur 
absolue. 

Pour  cela,  appelons  a  l'angle  aigu  de  BK  avec  z'z  ;  on  a  en 
valeur  absolue  BA-^rBKcosa.  Mais'BK  est  égal  au  double 
de  l'aire  BAP;  donc 

BA^  =  2BAPcosa. 

D'autre  part, 

Oh  =  'lOap; 

le  triangle  Oap  étant  la  projection  du  triangle  BAP,  on  a 

Oap=  BAP  cosa, 

car  l'angle  du  plan  BAP  avec  le  plan  de  projection  II  est  égal 
à  Tangle  a  des  perpendiculaires  BK  et  (Jz  à  ces  deux  plans. 
On  a  donc 

O/i  =  aBAPcosa, 
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d'où 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

115.  Corollaire  I.  —  Le  moment  de  la  résultante  de 
plusieurs  vecteurs  de  même  origine,  par  rapport  à  un 
axe,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments  de  ces 
vecteurs. 

En  effet,  prenons  un  point  quelconque  B  sur  l'axe  ;  nous 
avons  vu  que  le  moment  linéaire  du  vecteur  résultant,  par 
rapport  au  point  B,  est  la  somme  géométrique  des  moments 
des  vecteurs  composants  :  en  projetant  sur  Taxe,  on  voit 
que  la  projection  du  moment  linéaire  du  \ecteur  résultant 
est  égale  à  la  somme  des  projections  des  moments  linéaires 
des  vecteurs  composants;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

116.  Corollaire  II.  —  Etant  donnés  des  vecteurs  quel- 
conques, la  somme  algébrique  de  leurs  moments  par  rap- 
port à  un  ojoe  est  égale  à  la  projection,  sur  cet  axe,  du 
moment  résultant  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
Vaxe. 

En  effet,  prenons  un  point  quelconque  B  sur  l'axe;  par 
définition,  le  moment  résultant  des  vecteurs  donnés  par  rap- 
port à  B  est  la  somme  géométrique  des  moments  linéaires  des 
divers  vecteurs  par  rapport  à  B.  La  projection  de  ce  moment 
résultant  sur  l'axe  est  donc  égale  à  la  somme  des  projections 
des  moments  linéaires  des  divers  vecteurs  sur  ce  même  axe  ; 
ce  qui  démontre  la  proposition. 

117.  Corollaire  III,  —  La  somme  algébrique  des  mo- 
ments  des  deux  vecteurs  d'un  couple,  par  rapport  à  un 
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axe,  est  égale  à  la  projection  sur  cet  axe  de  l'axe  du 
couple. 

Celte  proposition  est  un  cas  particulier  de  la  précédent»*. 
Prenons  un  point  B  quelconque  sur  Taxe  des  moments;  le 
moment  résultant  BK  ou  axe  du  couple  est  la  somme  géomé- 
trique des  moments  linéaires  des  deux  vecteurs  du  couplf 
par  rapport  à  B.  La  projection  de  l'axe  BK  (Jiff*  126)  du 
couple  sur  l'axe  des  moments  est  donc  égale  à  la  somme  de< 

projections  des  moments  Jinéàirr^àt) 
*^'  '^  ■  deux  vecteurs  du  couple  par  rapport 

à  B,  c'est-à-dire  à  la  somme  des  mo- 
ments des  deux  vecteurs  par  rapport 
^     |^''' /]  à  l'axe  des  moments. 

/'  {     ;  J    /  Remarque.  —  Appelons  a  Tangl»' 

/       !     5^— --Kl  /        ^'"  P^*^  ^"  couple  PP,  avec  un  plan  n 
/      Af\  .  I         perpendiculaire  à  Taxe  des  ifioment'»: 

I  l'axe  BK  du  couple  est  égal  à  l'aiV 

du  parallélogramme  PP|  ;  il  fait  avec 
z^ z  l'angle  a.  La  somme  des  moments  des  deux  vecteur 
du  couple  par  rapport  k  z' z^  étant  la  projection  de  l'axe  BK 
sur  z  z^  est  égale  à  BK.  cosa  ou  à  aire  PP|  cosa,  c'est-à-dire  .1 
l'aire  du  parallélogramme  pp\^  projection  du  parallélo- 
gramme PP,  sur  le  plan  II. 

118.  Expressions  analytiques  : 

1  ^  Moments  d'un  vecteur  par  rapport  aux  trois  axes.  — 

Soient  trois  axes  rectangulaires  et  un  vecteur  P|  appliqué  en 
un  point  de  coordonnées  j:,,y,,  z^  {fig-  127).  Appelons  A«- 
Y,,  Z|  les  projections  du  vecteur  sur  les  trois  axes  et  Lj* 
M,,  jN,  ses  moments  par  rapport  aux  trois  axes;  nous  now 
proposons  de  calculer  ces  trois  dernières  quantités. 


i 


Fig.  127. 


P» 
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Calculons  le  moment  N|  par  rapport  à  Ov.  Projetons  le 
vecteur  Ai  P|  en  a^p^  sur  le  plan  des  xy\  le  moment  N|  par 
rapport  à  Oz  est  le  double  de  Taire  du  triangle  Oa%p{  pré- 
cédé du  signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  qu'un  mobile  par- 
courant ai/?!  tourne  autour  de  Oz 
dans  le  sens  positif  ou-le  sens  négatif 
des  rotations. 

Les  coordonnées  du  point  a{  dans 
le  plan  xOy  sont  (a?i,  ^<),  celles 
du    point    />!     sont    J72  =  jTi -f- Xi , 

D*après  une  formule  connue,  éta- 
blie   en     géométrie     analytique  ^    le 
double  de  Faire  du  triangle  Oa^p^,  avec  le  signe  que  nous 
venons  de  définir,  est 

on  a  donc 

On  trouve  de  même,  par  permutations,  les  moments  par 
rapport  à  Oa:  et  Oy 

'^i  =  7iZi  — ^iYi. 

Mj  =   >5|Xi  —  TxZ\, 

2^  Moment  linéaire  d'un  Tecteur  par  rapport  à  rorigine. 
—  Soit  OG|  le  moment  linéaire  du  vecteur  par  rapport  à  O. 
D'après  un  théorème  précédent,  la  projection  de  ce  moment 
sur  un  quelconque  des  trois  axes  O^,  O^,  O^  est  précisé- 
ment égale  au  moment  du  vecteur  par  rapport  à  cet  axe. 

Les  trois  projections  de  OG|  sur  les  axes  Ojr,  Oy^  Oz  sont 
donc  les  quantités  L|,  M|,.N|  que  nous  venons  de  calculer. 


Remarque.  —  Les  six  quantités  X|,  Y|,  Z|,  i^i,  M|,  M| 
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relatives  à  un  vecteur  vérifient  Pidentilé 
(I)  lMX,-hM,Y,-4-N,Z,  =  o, 

qui  devient  évidente  quand  on  remplace  L|,  M|,  N|  parleur> 
expressions. 

Cette  identité  signifie  géométriquement  que  le  momeni 
linéaire  OGi  du  vecteur  par  rapport  à  O  est  perpendiciilairt- 
au  vecteur,  ce  qui  est  évident  par  la  définition  même  du  mo- 
ment linéaire. 

Coordonnées  d'un  Tecteur.  —  On  appelle  quelquefois  le^ 
six  quantités  Xj,  Y,,  Z|,  L|,  M|,  N,  liées  par  la  relation  (p 
les  coordonnées  du  vecteur  A|P|.  A  chaque  vecteur  corres- 
pondent ainsi  six  coordonnées,  qui  ne  changent  d'ailleurs  pa> 
de  valeur  quand  on  fait  glisser  ce  vecteur  le  long  de  la  drolu 
indéfinie  qui  le  porte. 

Réciproquement,  à  six  nombres  quelconques  X|j  Y,,  Z,. 
L|,  M|,  N|  vérifiant  la  relation  (i)  et  tels  que  X^  -h  Yf  -f?-? 
ne  soit  pas  nul,  correspondent  une  infinité  de  vecteurs  qui 
se  déduisent  tous  de  l'un  d'eux  en  le  faisant  glisser  le  long  de 
la  droite  indéfinie  qui  le  porte.  C'est  ce  qu'on  pourra  démon- 
trer à  titre  d'exercice. 

119.  Moment  linéaire  d'un  vecteur  par  rapport  à  un 
point  donné.  —  Soit  un  point  donné  O'  de  coordonnées  J». 
^o>  ^0  et  un  vecteur  de  projections  X|,  Y,,  Z,  appliqué  au 
point  ^1,  j^i,  Zi.  Le  moment  linéaire  OG|  du  vecteur,  pr 
rapport  à  l'origine,  a  pour  projections 

Li=^iZ|  —  5,Y,,        Mi  =  ^iX,  — a:,Z,,         N,  =  jc.  Y,— /iXi- 

Cherchons  le  moment  linéaire  O' G',  du  même  vecteur  pr 
rapport  au  point  O'  :  soient  L,,  M',,  N'^  ses  trois  projectioD*. 
Si  l'on  mène  par  O'  des  axes  O' x',  0'y\  O'-s'  parallèles  au\ 
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axes  primitifs,  les  projections  du  vecteur  ne  changent  pas, 
mais  les  coordonnées  du  point  d'application  par  rapport  à 
ces  nouveaux  axes  sont 

On  a  donc,  pour  les  projections  sur  les  axes  du  moment 
linéaire  O'Gp  par  rapport  à  la  nouvelle  origine 


ou,  en  développant, 

120.  Somme  géométrique  et  moment  résultant  d'un 
système  de  vecteurs  par  rapport  à  Torigine.  —  Soient, 

m 

comme  au  n**  IH,  des  vecteurs  quelconques  P|,  P^,  ...,  P«. 
Désignons  par 

{X|,  Yi,  Z|),    (Xj,  Yj,  Zj),     ...,    (X„,Yrt,  Z»), 
(L„M|,  N,),     (L„M„N,),     ...,     (L«,  M„,  N„) 

leurs  projections  respectives  sur  trois  axes  rectangulaires  O^, 
O^,  O^  et  leurs  moments  respectifs  par  rapport  à  ces  axes. 
Construisons  la  somme  géométrique  OR  et  le  moment 
résultant  OG  par  rapport  au  point  O  ;  appelons  X,  Y,  Z  les 
projections  de  OR,  L,  M,  N  celles  de  OG.  On  a 

É   X  =  Xj  -f-  Xj  -f-, . ,-+-  X/i, 
(OR)  )  Y  =  Y,  H-Y, -t-...-i-Y„, 


(OG) 


Z 

=s 

Zi 

-+• 

z, 

-+-. 

.  .-h 

7 

L 

= 

L, 

-+- 

L, 

-t- . 

..-h 

*^/iî 

M 

= 

M, 

-4- 

M, 

-+■. 

..-h 

M„, 

N 

r= 

N, 

-H 

Nt 

-r-. 

..-h 

N». 

A.  a3 


f 


354  COURS  DE  MÉCANIQUE. 

121 .  Somme  géométrique  et  moment  résoltant  <f  on 
système  de  vecteurs  par  rapport  à  un  poi&t  donné.  — 

Soit,  avec  les  mêmes  notations  que  dan^  le  numéro  précé- 
dent, O'  un  point  de  coordonnées  ^t,  yo>  ^o^ 

La  somme  géométrique  O'R'  par  rapport  à  O'  est  égale  ei 
parallèle  à  OR;  ses  projeetions  X',  Y',  Z'  sur  les  axes  sonl 
donc  égales  à  X,  Y,  Z 

(O'R')  X'=X,        Y'  =  Y,        Z'=Z. 

Mais,  sauf  dans  des  cas  particuliers,  le  moment  résul- 
tant O'G'  par  rapport  à  O'  est  différent  de  OG,  En  effel, 
soient  O'G'^,  O'Gj,  . . .,  O'G,'^  les  moments  linéaires  des  vec- 
teurs par  rapport  à  O',  L',,  M',,  N,,  ...,  L^,  M),,  N^,  leurs 
projections  sur  les  axes.  On  a  (n**  H9) 

L;  =  L|  —  (^oZi  —  5oYi  ), 
14  =  Li  —  (^0  Zï  —  -50  Yj  ), 


Li=  L«— (^oZ/,— 5oY„). 


Le  moment  résultant  O'G'  étant  la  somme  géométrique 
de  O'G;,  O'G;,  ...,  O'G;,  ses  projections  L',  M',  N'  sonl 

L  =  L I  -f-  Lji  -+- ...  -h  L,j ) 
• t 

c'est-à-dire 

(O'G')  I  M'=M  — (zoX  — :roZ), 

On  voit  que  L',  M',  N'  sont,  en  général,  différents  de  L, 

M,  N. 

Cas  particulier.  —  Si  la  somme  géométrique  est  nu  lie. 
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on  a 

L'=:L,        M=M,        N'=N, 

quels  que  soient  Xoi  j^o?  ^o]  l^  moment  résultant  est  alors 
te  m^me  pour  un  point  quelconque  de  V espace.  C'est  ce 
qui  a  litu,  par  exemple,  quand  le  système  est  un  couple  de 
\ecteurs. 

122.  Système  d#  yecteurs  équivalent  à  zéro.  —  On 

dit  qu'un  système  de  ve^ieurs  est  équivalent  à  zéro  quand 
la.  somme  géométrique  est  fi^Hc  et  que  le  moment  résul- 
tant par  rapport  à  un  certain  point  O  est  nul. 

En  prenant  le  point  O  pour  origine,  on  voit  que  le  fait 
qu'un  système  de  vecteurs  est  équivalent  à  zéro  s'exprime 
par  les  six  équations 

'  \  X  =  o,         Y  =  o,        Z  =  o, 

{'À) 

(   L  =  o,        M  =  o,        N  =  o, 

dont  les  trois  premières  expriment  que  OR  est  nul,  et  les 
trois  autres  que  OG  est  nul. 

Dans  ce  cas,  le  moment  résultant  est  nul  par  rapport  à 
chaque  point  de  l'espace. 


EXERCICES. 

1.  Moment  relatif  de  deux  Yecteiirs.  —  Soient  deux  vecteurs  AP 
cl  BQ  d'origines  A  et  B,  d'extrémités  P  et  Q.  Considérons  l'un  des 
vecteurs,  BQ  par  exemple,  comme  un  axe  orienté  sur  lequel  on  a 
pris  comme  sens  positif  le  sens  BQ;  alors  un  mobile  suivant  l'autre 
vecteur  AP  de  l'origine  A  vers  l'extrémité  P  tourne  autour  de  BQ 
dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif.  L'inspection  de  la  figure 
montre  que  ce  sens  est  le  même  que  le  sens  dans  lequel  un  mobile 
allant  de  J3  en  Q  tournerait  autour  de  Taxe  orienté  AP. 

Appelons  alors  6  l'angle  des  directions  des  deux  vecteurs  AP,  BQ, 
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0  leur  plus  courte  distance;  on  nomme  montent  relatif  des  deut 
vecteurs  AP  et  BQ  le  produit 

dbAP.BQ,8.sine, 

oà  il  faut  prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  que  le  sens 
(le  rotation  précédemment  défini  est  positif  ou  négatif. 


Théorème  I.  —  La  valeur  absolue  du  moment  relatif  de  dtujc 
vecteurs  AP,  BQ  est  égale  au  volume  du  parallélépipède  con- 
struit sur  ces  vecteurs,  parallélépipède  dont  trois  arêtes  consr- 
cutives  sont  PA,  AB,  BQ. 

Théorème  II.  —  La  valeur  absolue  du  motnent  relatif  de 
deux  vecteurs  est  égale  au  sixième  du  volume  du  tétraèdrt 
construit  sur  ces  deux  vecteurs. 

« 
Théorème  III.  —  Pour  que  le  moment  relatif  des  deux^  vec- 
teurs AP,  BQ  soit  nul,  il  faut  et  il  suffît  que  les  quatre  points  \- 
P,  B,  Q  soient  dans  un  même  plan. 

Théorème  IV.  —  Si  Xi,   Y|,  Z|,  L|,  M|,  Ni  et  X„  Yj,  Zj,  L,. 

M|,  N|  sont  les  coordonnées  des  deux  vecteurs  AP  et  BQ  par  rap- 
port à  trois  axes  rectangulaires,  leur  moment  relatif  a  pour 
expression 

LiX,-+-M,Y,-+-N,Z,^L,X|H-MjYiH-N,Z, 

ou 

(L,-+-LO(Xi-+-X,)-h(M,-+-M,){Y|-^Y,)-h(\i-KN,)(Z,-+-Z,). 

2.  Dans  le  mouvement  d*un  point,  les  six  coordonnées  du  sec- 
teur accélération  sont,  à  chaque  instant,  les  dérivées,  par  rapport 
au  temps,  des  si\  coordonnées  du  vecteur  vitesse. 

3.  Etant  donné  un  système  de  vecteurs  quelconques,  on  fait  choix 
de  trois  axes  rectangulaires  0:r,  0>s  O^  et  Ton  appelle  X,  Y,  Z;!-. 
M,  N  les  projections  de  la  somme  géométrique  OR  et  du  moment 
résultant  OG  par  rapport  à  O. 
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Démontrer  que  les  deux,  quantités 

(1)  ÔÏÏ*=X»-f-Y»-hZ*, 

(2)  '  OR.OGcosROG=  LX-t-MY-KNZ 

ont  des  valeurs  indépendantes  du  choix  des  axes. 
Réponse  : 

On  sait  que  OR  est  le  même  pour  tous  les  points  de  l'espace. 

Quant  à  la  quantité  (2)^  il  est  évident  qu'elle  ne  change  pas  quand 
les  axes  tournent  autour  de  U.  Il  reste  à  voir  qu'elle  ne  change  pas 
par  la  translation  des  axes  en  un  point  O'(:ro,  yoi  ^o)»  Mais,  cl'après 
les  formules  du  n"  121,  on  a 

L'X'-h  M' Y'-f-  N'  Z'=  LX  -h  MY  -+-  i\Z. 

On  en  conclut  que,  si  OR  n'est  pas  nulle,  la  projection  du  mo- 
ment résultant  sur  ta  somme  géométrique,  OG.cosROG,  est  la 
même  pour  toutes  les  positions  du  point  O. 

4.  Démontrer  que  la  quantité  (2)  est  égale  à  la  somme  des  mo- 
ments relatifs  de  tous  les  vecteurs  du  système  associés  deux  à  deux. 

5.  Axe  central  d'un  système  de  Yecteurs.  —  Trouver  le  lieu 
des  points  O'  tels  que  le  moment  résultant  d'un  système  de  vecteurs 
par  rapport  à  un  des  points  O'  soit  parallèle  à  la  somme  géomé- 
trique des  vecteurs.  Appelons  x^,  y^^  Zq  les  coordonnées  de  O'  et 
employons  les  notations  du  texte  (n"  121);  on  doit  avoir 


X  ~"   Y  ""  Z  ' 


d'où  les  équations  du  lieu 


L~(^oZ  — ^qY)  __  M  —  JZqX  —  XqZ)  _  N~(xoY~^oX.> 
X  ~  Y  "■  Z  ' 

Ce  lieu  est  une  droite  appelée  axe  central,  La  valeur  commune 
des  rapports  ci-dessus  est 

LX-f-MY-hNZ       G        ^    -, 
— V r, s —  =  TrCOSn,  u. 


358  COURS  DE  MECANIQUE. 

6.  Si  Ton  considère  un  corps  solide  animé  d*un  mouvement  héli- 
coïdal autour  de  Taxe  central  d'un  système  de  vecteurs,  on  peut 
déterminer  la  vitesse  angulaire  et  la  vitesse  de  glissement  de  ce 
corps,  de  telle  façon  que  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points  coïncide, 
en  grandeur,  direction  et  sens,  avec  le  moment  résultant  du  système 
de  vecteurs  par  rapport  au  même  point. 

Réponse  : 

Il  suffit  de  prendre  l'axe  central  pour  axe  O^  et  de  comparer  le^ 
formules  du  n*  46. donnant  V^^,  V^-,  V^,  à  celles  du  n"  lîl  donnant  L', 

M',  N'. 


CHAPITRE  VIII. 

ÉQUILIBRE  DTN  POINT;  ÉQUILIBRE  DUxV  SYSTÈME. 


I.  —  POINT  MATÉRIEL. 

123.  Point  libre,  —  Pour  qu'un  point  libre  M  soit  en 
équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  R  des  forces  qui 
lui  sont  appliquées  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  les  trois  pro- 
jections X,  Y,  Z  de  R  le  soient  : 

(i)  X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

Si,  dans  une  position  quelconque  M(a;,  ^,  5),  on  aban- 
donne le  point  M  sans  vitesse  initiale  sous  l'action  de  la 
résultante  R,  la  valeur  initiale  de  cette  résultante  ne  dépend 
que  de  ^,  ^,  .5  et  ^;  nous  supposerons  qu'elle  est  indépen- 
dante de  t.  Alors  les  trois  équations  (i)  déterminent  les 
coordonnées  des  positions  d'équilibre.  Lorsqu'il  existe  une 
fonction  des  forces  U(a:,  y^  ^),  les  projections  X,  Y,  Zsont 
les  dérivées  partielles  de  U  et  les  équations  deviennent 

,    .  d\}  à\}  à\} 

(2)  -—  =  0,         ^-  =  0,         --  =  0. 

ox  ày         ^  dz 

Ce  sont  précisément  les  équations  que  l'on  a  à  résoudre 
lorsque  l'on  cherche  les  maxima  et  les  minima  d'une  fonc- 
tion U  de  trois  variables  indépendantes  x^  y^  s.  On  peut 
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démontrer  rigoureusement  que,  si  la  fonction  U  est  i-éelle- 
ment  maximum  en  un  point  M|(^<,  ^i,  S|),  ce  point  csl 
une  position  d^ équilibre  stable  :  cela  signifie  qu'en  écartant 
infiniment  peu,  d'une  manière  arbitraire,  le  point  matériel  de 
la  position  Mf ,  et  lui  donnant  une  vitesse  initiale  infinimeoi 
petite,  on  obtient  un  mouvement  dans  lequel  le  mobile 
s'écarte  infiniment  peu  de  M| . 

On  peut  s'en  rendre  compte  approximativement  comme  il 
suit.  Supposons  qu'en  un  point  M|,  U  soit  maximum  et 
prenne  une  valeur  U|.  Dans  le  voisinage  de  M|,  U  esl  plu" 
petit  que  Uf  et,  par  suite,  la  surface  de  niveau 

où  £  est  positif  et  très  petit,  comprend  une  nappe  fermée  en- 
tourant M|  et  se  réduisant  par  continuité  au  point  Mj  quan<i 
e  tend  vers  zéro  {fig*  128,  I)  :  en  chaque  point  M  de  ce»f 

Fig.  138. 


nappe,  la  force  lui  est  normale  et  dirigée  du  côté  des  U  crois- 
sants, c'est-à-dire  vers  l'intérieur;  elle  tend  donc  à  empê- 
cher le  point  de  s'éloigner  du  point  M| . 

Si,  au  contraire,  en  un  point  M| ,  U  atteint  un  minimum 1 1- 
la  surface  de  niveau 

U  =  Ui-HE        (e  positif) 

comprend  encore  une  nappe  fermée  entourant  M|  ;  mais,  e/i 
chaque  point  M  de  cette  nappe,  la  force  est  normale  et  d"- 
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rigée  vers  l^ extérieur  {fig»  .128,  II);  elle  tend  donc  à  écar- 
ter le  point  de  M4  et  la  position  Mf  est  instable. 

Supposons,  enfin,  que  les  trois  équations  (2)  soient  satis- 
faites en  un  point  M«,  mais  que  la  valeur  correspondante  U, 
ne  soit  ni  un  maximum  ni  un  minimum  pour  U.  Dans  le  voi- 
sinage de  M|  il  existe  alors  deux  régions  A  et  B  {fig*  128, 
III),  telles  que  dans  l'une,  A,  U  prenne  des  valeurs  infé- 
rieures à  U|  et  dans  Faulre,  B,  des  valeurs  supérieures  :  ces 
deux  régions  sont  séparées  par  une  surface  de  niveau  S  sur 
laquelle 

U-U,  =  o. 

Cette  surface  de  niveau  singulière  2  passe  évidemment  par  le 
point  M I  et  elle  a  en  ce  point  un  point  conique  puisque, 
d'après  les  équations  (2),  les  trois  dérivées  partielles  du  pre- 
mier membre  U  —  U«  s'annulent  en  M| .  En  désignant  par  e 
une  quantité  positive  infiniment  petite,  les  surfaces 

sont  situées  dans  la  région  A  et,  dans  cette  région,  les  forces 
tendent  à  ramener  le  mobile  du  côté  de  M|  ;  les  surfaces 

sont  dans  la  région  B  et,  dans  cette  région,  les  forces  tendent 
à  écarter  le  mobile  de  M  «  puisqu'elles  sont  dirigées  du  côté 
des  U  croissants.  La  position  d'équilibre  M 1  est  alors  instable. 
Ce  dernier  cas  se  présente  pour  un  point  attiré  par  deux 
centres  fixes  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  cas 
étudié  en  détail  (n°  87). 

124.  Exemple  :  Attractions  proportionnelles  aux  dis- 
tances* —  Trouver  les  positions  d'équilibre  d'un  point  ma- 
tériel attiré  par  des  centres  fixes  proportionnellement  aux 
distances  et  aux  masses  des  centres  d'attraction. 


T^T -î- 
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Soient  P|,  P2,  . . .,  P«  {.fig*  lag)  les  centres  fixes  et  iw», 
/«a,  .. .,  /Wfl  leurs  masses.  Les  forces  d'attraction  F|,  Fj, 

Fig.  129. 


/I^  '<l«A»^M^ 


F,{  agissant  sur  le  point  matériel  M,  seront  dirigées  suivantMPi, 
MPa,  MPa,  ...,  MP„;  leurs  grandeurs  respectives  seront, 
y  désignant  une  constante, 


Fir=/miMPi,        F,=:/m,MP„ 


•  ï 


F«=//n«MP^. 


Soient  ai,  b\^  C|,  a^,  62,  C2,  •  •  .^  ^/i,  6^,  C/i  les  coordon- 
nées des  centres  attractifs,  x^  y^  z  celles  du  point  M.  Le^ 
projections  de  la  force  Fa  sur  les  trois  axes  sont  égales  aux 
projections  correspondantes  du  segment  MPa  multipliées 
par/zn*;  elles  sont  donc 

fmjt{ak—x),       fmk{bk^y)y       fmk{ck'-Jf). 
Les  projections  de  la  résultante  sont  alors 


(3) 


le  signe  S  indiquant  une  somme  étendue  à  toutes  les  forces, 
c'est-à-dire  à  toutes  les  valeurs  /:  =  i ,  2,  . . . ,  /i.  En  posant 

|i  =  2/nA,        fiÇ  =  S/n^aA-,        f^^î  =  Shia^a,         jxÇ  =  l^mkCk, 
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on  peut  écrire 

X  =/iia  -  ^),     Y  =/{.(>)  -  j.),     z  =/ix(î:-  «). 

Considérons  le  point  G  ayant  pour  coordonnées  $,  r|,  Ç; 
on  appelle  ce  point  le  centre  de  gravité  du  système  de 
masses  P|,  Pa,  . . .,  P,,.  Les  équations  ci-dessus  montrent  que 
la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  M  est  la  force 
que  l^on  obtiendrait  en  supposant  le  système  des  centres 
attractifs  remplacé  par  le  seul  point  G  auquel  on  suppo- 
serait la  masse  [jl.  La  résultante  est  dirigée  suivant  MG, 

et  sa  valeur  est  /[jlMG.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  équilibre 
que  si  M  se  confond  avec  le  centre  de  gravité  G  du  sys- 
tème. 

Dans  ce  qui  précède,  m«  /n2,  ...,  nin  sont  des  nombres 
essentiellement  positifs;  admettons  maintenant  que  ces  nom- 
bres ne  désignent  plus  des  masses,  mais  seulement  des  coef- 
ficients, et  supposons  que  certains  d'entre  eux  sont  négatifs. 
Cela  revient  à  admettre  que  les  forces  correspondantes  sont 
répulsives,  car,  les  projections  d'une  de  ces  forces  F^  chan- 
geant de  signes  avec  /n*,  Fa  changera  de  sens  quand  mn  de- 
viendra négatif. 

Lorsque  [jl  est  différent  de  zéro,  tous  les  calculs  ci-dessus 
subsistent  et  l'on  arrive  aux  mêmes  résultats.  Si  [jl  est  nul,  les 
trois  équations  (2)  deviennent  indépendantes  de  x^y^  Zy  la 
résultante  des  forces  est  constante  en  grandeur  et  en  direction 
et  il  n'y  a  pas  de  position  d^ équilibre.  Enfin,  si  l'on  a  si- 
multanément 

X,  Y,  z  sont  nulles  quelles  que  soient  x^  y,  z;  par  consé- 
quent; le  point  M  se  trouve  en  équilibre  dans  une  position 
quelconque, 

11  existe  actuellement  une  fonction  des  forces  U;  dans  le 
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cas  général,  [jl  différent  de  zéro,  on  a 

Quand  [jl  est  positif,  cette  fonction  est  nulle  au  point  G,  né- 
gative en  tout  autre  point  :  elle  est  donc  maximum  dans  la 
position  d'équilibre  qui  est  par  suite  stable.  L'inverse  aurait 
lieu  pour  {jl  négatif.  Lorsque  (x  est  nul,  X,  Y,  Z  ont  des  va- 
leurs constantes  fUm^a^y  fZmkbk-,  f^m^Ck^  et  la  fonction 
des  forces  est 

125.  Point  mobile  sans  frottement  sur  une  surface 
fixe.  —  Soient  une  surface  fixe  donnée  S  (Jig'  i3o)  et,  sur 
cette  surface,  un  point  mobile  M  sollicité  par  des  forces  don- 
nées dont  F  est  la  résultante.  Pour  que  le  point 
soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
1  résultante  F,  si  elle  n'est  pas  nulle,   soit  nor- 

\    }     \       maie  à  la  surface.  En  effet,  si  la  force  n'est  pas 
^  normale,  on  peut  la  décomposer  en  deux,  Tune 

normale  qui  presse  le  point  sur  la  surface,  l'autre 
tangentielle  qui  fait  glisser  le  point  sur  la  surface;  l'équi- 
libre n'a  donc  pas  lieu.  Si,  dans  une  certaine  position  M. 
la  force  F  est  normale,  l'équilibre  a  lieu,  à  condition  que  le 
point  ne  puisse  quitter  la  surface  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre; 
c'est  le  cas  le  plus  simple.  Mais,  si  le  point  est  seulement 
posé  sur  la  surface,  comme  un  objet  posé  sur  une  table,  il 
ne  suffit  pas  que  la  force  soit  normale  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  en  outre  qu'elle  soit  dirigée  de  façon  à  appli- 
quer le  point  contre  la  sur/ace. 

Le  point  pouvant  glisser  sans  frottement  sur  la  surface, 
l'action  de  la  surface  sur  le  point  est  une  force  qui  ne  doit 
opposer  aucune  résistance  au  glissement,  c'est-à-dire  n'avoir 
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aucune  composante  tangentielle.  C'est  donc  une  force  nor- 
maie  MN  que  l'on  appelle  réaction  normale.  Quand  le  point 
est  en  équilibre,  la  réaction  normale  est  égale  et  opposée  à  F. 
D'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
le  point  M  exerce  sur  la  surface  une  action  égale  et  opposée 
à  MN,  que  l'on  appelle  pression  du  point  sur  la  surface. 
Traduisons  analjtiqnement  ces  résultats  :  soient 

l'équation  de  la  surface  en  coordonnées  rectangulaires  et  X, 
Y,  Z  les  projections  de  la  force  F.  La  réaction  normale  MN 
a  pour  projections  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface,  c'est-à-dire  des  quan- 
tités de  la  forme 

Œ)  \f,  \f,  \f. 

,  ax  ay  âz 

Puisqu'il  doit  y  avoir  équilibre  entre  cette  réaction  et  la 
force  F",  on  a  les  trois  conditions 

.    ox  ày  dz 

qui,  jointes  'à/(x,  ^,  2)  =  o,  donnent  quatre  équations  pour 
déterminer  a?,  y,  z  et  X.  Soit  M  un  point  de  la  surface  dont 
les  coordonnées  satisfont  à  ces  équations;  Si  le  point  maté- 
riel ne  peut  quitter  la  surface  ni  de  l'un  ni  de  l'autre  côté,  il 
est  en  équilibre  en  ce  point.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  en 
outre  imposer  à  X  un  certain  signe.  Admettons,  par  exemple, 
que  le  point  puisse  quitter  la  surface  du  côté  o\x/(Xj  y^  z) 
devient  positif;  il  faut  alors  que  la  force  soit  dirigée  du  côté 
o\xf{x^  y^  z)  est  négatif,  et  la  réaction  du  côté  opposé.  Or 
la  grandeur  géométrique  dont  les  projections  sont 

dx       ôy       ()z 
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est  dirigée  par  rapport  à  la  surface  du  côté  où  y"(^,  y^  z)  de- 
vient positif,  comme  il  résulte  des  remarques  faites  à  propo» 
des  surfaces  de  niveau  (86)  appliquées  aux  surfaces 

La  réaction  N  devant  être  dirigée  du  même  côté,  \  devra 
être  positif. 

Lorsque  le  point  ne  peut  pas  quitter  la  surface,  on  sim- 
plifie le  calcul  par  la  méthode  suivante.  On  commence  par 
exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction 
de  deux  paramètres  q^  el  q^]  soient,  par  exemple, 

«^  =  ?(9i»^t)'      y  =  H9u9t)^      ^  =  ^{quq^)\ 

pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  F  soit  nor- 
male à  la  surface,  c'est-à-dire  à  chacune  des  deux  courbe» 
que  l'on  obtient  en  laissant  successivement  çr,,  puis  q^  con- 
stant; les  équations  du  problème  sont  donc 

ôqx  aqi  aqi 

àqt  àqt  dçt 

X,  Y,  Z,  dépendant  de  la  position  de  M,  sont  des  fonc- 
tions de  qi  et  ^2  ]  l^s  deux  équations  ci-dessus  en  ç^  et  q* 
déterminent  les  valeurs  des  deux  paramètres  pour  les  posi- 
tions d'équilibre. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où,  en  désignant  par  Qi  et  Q* 
les  premiers  membres  des  équations  ci-dessus,  l'expression 

Qi  dqi  -h  Qj  dçt 

est  la  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U(çi ,  yj);  on 
est  alors  conduit,  pour  trouver  l'équilibre,  à  annuler  le> 
dérivées  partielles  Qi    et  Q2   àe  U(9i,gr,),    c'est-à-dire   4 
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chercher  les  maxima  et  les  minima  de  celle  fonction  de  deux 
variables  indépendantes  y,  e\  q^.  Cette  fonction  peut  s'écrire 

^{quqt)=  f\dx-hYd^-hZdz, 

où,  dans  le  second  membre,  toutes  les  quantités  sont  rem> 
placées  par  leurs  valeurs  en  q^  et  (72. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  F  dérive  d'un  potentiel, 
on  a,  quels  que  soient  x,  y^  z, 

j  Xdx  -^\  d/'  -h  Zdz  =  l]{x,  y^z)\ 

la  fonction  U(<jri,  ^2)  existe  alors  et  on  l'obtient  en  rempla- 
çant, dans  U(^,  ^,  5),  les  coordonnées  parleurs  expressions 
en  fonction  de  «/i  et  q^.  La  surface  de  niveau  qui  passe  par 
une  position  d'équilibre  M i  est  tangente  en  ce  point  à  la  sur- 
face donnée  S,  car  la  force  en  M 1  est  à  la  fois  normale  à  la 
surface  de  niveau  et  à  S. 

Si  U(^i,çr2)  passe  dans  une  certaine  position  du  mobile 
par  un  maximum  effectif  U«,  l'équilibre  correspondant  est 
stable.  On  peut  s'en  rendre  compte,  comme  plus  haut  pour 
un  point  libre,  en  étudiant  la  forme  des  courbes  d'intersec- 
tion de  la  surface  donnée  S  avec  les  surfaces  de  niveau  et 
plus  particulièrement  avec 

U  =  U,±6. 

Ces  courbes  s'appellent  courbes  de  niveau. 

Par  exemple,  si  la  seule  force  appliquée  au  point  est  un 
poids,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux  et 
les  courbes  de  niveau  les  sections  de  la  surface  par  des  pians 
horizontaux.  Ainsi,  en  prenant  pour  surface  fixe  un  tore 
<i'axe  horizontal,  on  trouvera  quatre  positions  d'équilibre, 
une  stable  (point  le  plus  bas)  et  trois  instables. 
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126.  Point  mobile  sans  frottement  sur  une  conrbe 
fixe.  —  Soient  une  courbe  fixe  C  et,  sur  cette  courbe,  un 
point  M  mobile  sans  frottement  sollicité  par  des  forces  dont 
la  résultante  est  F.  On  voit,  comme  dans  le  cas  d'un  point 
mobile  sur  une  surface,  que,  dans  l'équilibre,  la  force  F,  >i 
elle  n'est  pas  nulle,  doit  être  normale  à  la  courbe.  Si  cette 
condition  est  remplie,  la  force  F  sera  détruite  par  la  résis- 
tance de  la  courbe  et  l'équilibre  aura  lieu. 

L'action  de  la  courbe  sur  le  point  est  une  force  normale  MN 
qu'on  appelle  réaction  normale  :  le  point  M  exerce  sur  la 
courbe  une  pression  égale  et  opposée  à  cette  réaction. 
Lorsque  le  point  est  en  équilibre,  la  réaction  normale  est 
égale  et  opposée  à  la  force  F;  la  pression  du  point  sur  Id 
courbe  est  égale  à  F  {fig^  i3i  ). 

Soient 

les  équations  de  la  courbe  rapportée  à  trois  axes  rectangu- 
laires, et  X,  Y,  Z  les  projections  de  la  résultante  F  des 

forces  appliquées  au  point  M (x,  y^  z).   Pour 
exprimer  qu'il  y  a  équilibre,  il  suffit  d'écrirt* 
l  que  F  est  égale  et  directement  opposée  à  \à 

\jf^_>         réaction  normale  N.  Cette  dernière  force  peut 
/    Y^N-       toujours  se  décomposer  en  deux  autres  dirigées 
\  suivant  les  normales  MN'  et  MN'  aux  deu\ 

surfaces  /=  o,  y,  =  o  qui,  par  leur  intersec- 
tion, définissent  la  courbe,  car  les  trois  directions  MiS, 
MN'  et  MN"  sont  dans  le  plan  normal.  Ces  deux  compo> 
santés  de  la  réaction  MN'  et  Ml\"  auront  respectivement 
pour  projections 

^'li'    ^^'     ^57'    ^»ÂF'    ^'IP'    ^'-àl' 
Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  ces  deux  forces  et  la  force  F. 
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on  a 

oz  oz 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  deux  équations  de  la 
courbe,  déterminent  les  cinq  inconnues  x,  y^  z,  X  et  X|. 

On  simplifie  le  calcul  en  supposant  que  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  soient  exprimées,  en  fonction  d'un 
paramètre  q^  par  les  équations 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  étant  proportionnels 

^  ?'(?)?  4''(?)»  ^(9)1  ^^  condition  d'équilibre  s'obtient  en 
égalant  à  zéro  la  quantité 

que  nous  désignerons  par  Q.  A  chaque  valeur  de  q  annu- 
lant Q  correspond  une  position  d'équilibre.  Dans  le  cas 
actuel,  la  recherche  des  positions  d'équilibre  se  ramène  tou- 
jours à  la  recherche  des  maxima  et  minima  <Vune  fonc- 
tion qui  ne  dépend  plus  que  d'une  variable.  Posons,  en 
effet, 

où  Ton  suppose,  dans  la  première  intégrale,  x^  y^  z  rem- 
placés par  leurs  valeurs  en  fonction  de  çr,  de  façon  à  rendre 
cette  intégrale  identique  à  la  seconde  :  la  condition  d'équi- 
libre s'obtient  en  cherchant  les  valeurs  de  q  qui  annulent  la 
dérivée  de  U  par  rapport  à  çr;  on  les  trouve  donc  en  cher- 
chant les  maxima  et  minima  de  U.  Lorsqu'il  existe  une  fonc- 

A.  ai 


I 
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tion  des  forces  V(x,  y^  z\  la  foaclion.  L  (^)  s'obti^Bt  ■ 
demment  en  j  remplaçanl  jr,  y^  z  par  leurs  expre^iki* 
fonction  de  q.  Dans  ce  cas,  la  surface  de  m%eaa  qii:  \ 
par  une  position  d'équilibre   M|  est  tao^eote  ed  M. 
courbe.  A  un  maximum  eflectif  de  L(^'>    connespoD'i 
position  d'équilibre  stable,  \ous  indiquons,  à  titre  d'ei»*: 
l^fin  du  Chapitre,  Exercice  7),    une   méthode   partie  w. 
pour  vérifier  celte  proposition  qui  tient,  au  fond,  â  cr  •]« 
point,  étant  abandonné  sur  la  courbe  sans  vitesse,  tend 
déplacer  sur  cette  courbe  dans  le  sens  des  L.  croissanl^- 


II.  —  ÉQUILIBRE  D'UN  POINT  AVEC  FROTTEMENT. 


127.  Point  sur  une  surface;  régions  d'équilibre.  - 
Nous  avons  vu  que,  pour  qu'un  point  mobile  avec  frottées- 
sur  un  plan  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  v^ 
tante  des  forces  appliquées,  autres  que  la  réaction  du  f.- 
soit  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  point  contre  le  phr 
fasse  avec  la  normale  au  plan  un  angle  moindre  que  I -^n. 
de  frottement  9  déGni  par 

tangç  =/. 

Ces  mêmes  conditions  s'étendent  d^elles-mémes  âK-j- 
libre  d'an  point  sur  une  surface,  le  coefficient  de  frt>lteiii  - 
étant  y*.  Pour  qu'une  position  M  soit  une  position  d'équilii" 
il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  R  des  forces  donnée^  a:> 
sant  sur  le  point  soit  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  p 
sur  la  surface,  et  fasse  avec  la  normale  en  M  un  angle  moic  r 
que  Tangle  de  frottement. 

Régions  d'équilibre.  —  Comme  ici  les  conditions  d^q- ' 
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libre  s'expriment  par  des  inégalités,  il  y  aura  des  régions 
d'équilibre,  c'est-à-dire  des  régions  de  la  surface  dont  tous 
les  points  sont  des  positions  d'équilibre.  Ces  régions  sonl 
limitées  par  les  courbes  lieu  des  points  M  tels  qu'en  ces 
points  la  résultante  R  fasse,  avec  la  normale,  un  angle  égal  à 
l'angle  de  frottement. 

Exemple.  —  Si  un  point  pesant  est  mobile  avec  frotte- 
ment sur  une  boule  sphérique  en  bois,  il  y  aura  une  région 
d'équilibre  autour  du  point  le  plus  haut  P,  ayant  la  forme 
d'une  calotte  sphérique  de  pôle  P.  Si  un  point  pesant  est 
mobile  avee  feoUement  dans  une  coupe  sphérique,  il  y  aura 
une  région  d'équiKkre  ayant  la  forme  d'une  calotte  sphérique 
dont  le  pôle  est  le  point  le  plus  bas  de  la  coupe. 

128.  Point  mobile  avec  frottement  smr  une  courbe.  — 

11  faut  ici  se  représenter  la  courbe  comme  un  tube  de  section 
infîniment.  petite  dans  lequel  glisse  un  point.  Soient  M  une 
position  du  point,  MT  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  MR  la 
résultante  des  forces,  autres  que  la  réaction  de  la  courbe, 
agissant  sur  le  point.  Pour  qu'il  y  ail  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'angle  de  MR  avec  la  normale  MN  située  dans  le 
plan  TMR  soit  moindre  que  l'angle  de  frottement. 

On  peut  dire  aussi  :  il  faut  et  il  suffît  que  la  résultante  R 
fasse,  avec  le  plan  normal  à  la  courbe,  un  angle  moindre  que 
l'angle  de  frottement. 

Régions  d'équilibre.  —  Il  existe  des  arcs  dont  tous  les 
points  sonl  des  positions  d'équilibre.  Ces  arcs  sont  limités 
par  les  points  où  la  résultante  fait,  avec  le  plan  normal,  un 
angle  égal  à  l'angle  de  frottement. 


^ 
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m.  -  SYSTÈMES  DE  POINTS  MATÉRIELS. 


129.  Systèmes  de  points  matériels.  —  Si  le  système  est 
formé  de  points  libres  et  indépendants  les  uns  des  autres,  on 
peut  répéter  pour  chacun  d'eux  ce  que  nous  avons  dit  sur  le 
point  matériel  complètement  libre.  Pour  que  l'équilibre  exisU". 
il  faut  et  il  suffit  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur 
chaque  point  soit  nulle. 

Quand  un  système  de  points  est  soumis  à  des  liaisons,  le 
même  théorème  a  lieu  si  Ton  regarde  chaque  point  comme 
libre  sous  l'action  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appliquée> 
en  y  comprenant  les  forces  de  liaison. 

Nous  classerons  les  forces  appliquées  à  un  système  en 
deux  catégories  :  les  forces  intérieures  et  les  forces  exté- 
rieures. Nous  montrerons  que,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  ii 
faut  que  les  forces  extérieures  vérifient  six  conditions,  le- 
mêmes  pour  tous  les  systèmes. 

130.  Forces  intérieures  et  forces  extérieures;  six 
conditions  nécessaires  d'équilibre.  —  On  regarde  un  sys- 
tème matériel  quelconque,  formé  de  corps  solides,  liquides, 
gazeux,  comme  composé  d'un  très  grand  nombre  de  point? 
matériels  assujettis  à  certaines  liaisons.  Un  corps  solide,  par 
exemple,  est  un  ensemble  de  points  assujettis  à  rester  à  de? 
distances  invariables  les  uns  des  autres.  Les  théorèmes  gém*- 
raux  s'obtiennent  en  supposant  qu'on  ait  écrit  les  équation? 
d'équilibre  de  ces  différents  points  matériels  et  qu'on  en 
fasse  des  combinaisons. 

On  appelle  forces  intérieures  à  un  système  les  aclion? 
mutuelles  des  différents  points  du  système  ;  ces  actions  sont 
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deux  à  deux  égales  et  directement  opposées ,  d'après  le  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Par  exemple, 
si  un  point  m  du  système  en  attire  un  autre  nJ  avec  une  cer- 
taine force,  inversement  rrJ  attire  m  avec  une  force  égale  et 
opposée. 

Les  forces  autres  que  les  forces  intérieures  que  nous  venons 
de  définir  s'appellent  forces  extérieures. 

Soient  j^f ,  ^1 ,  -S|,  ^2,^2?  -^a?  •••?  ^/»>  ynt  ^n  les  coordon- 
nées des  divers  points  du  système  dont  les  masses  sont  mj, 
m^i  ...,  nin'  Si  nous  considérons  l'un  quelconque  de  ces 
points  de  masse  m  et  de  coordonnées  x,  j^,  5,  nous  pouvons 
partager  les  forces  appliquées  à  ce  point  en  deux  catégories  : 
I  •*  celle  qui  comprend  les  forces  intérieures  agissant  sur  m  ; 
nous  appellerons  X,-,  Y/,  Z/  les  projections  d'une  de  ces 
forces  ;  2**  celle  qui  comprend  les  forces  extérieures  agissant 
sur  ce  même  point  :  nous  appellerons  X<.,  ¥<-,  Z^  les  projec- 
tions d'une  de  ces  forces. 

Le  point  m  peut  être  regardé  comme  entièrement  libre,  à 
condition  qu'on  le  regarde  comme  soumis  à  toutes  les  forces 
tant  intérieures  qu'extérieures  qui  agissent  sur  lui.  Pour 
qu'il  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffît  que  la  résultante  de 
toutes  ces  forces  soit  nulle.  En  projetant  sur  les  trois  axes, 
on  a  ainsi,  pour  l'équilibre  du  point  m,  les  trois  équations 

(i)  I  SY,-4-2Y^=o, 

où  les  signes  S  signifient  qu'il  faut  faire  la  somme  des  pro- 
jections de  toutes  les  forces  intérieures  ou  extérieures  appli- 
quées à  m* 

Supposons  écrites  ces  équations  pour  tous  les  points  du 
système,  et  ajoutons  membre  à  membre  les  équations  rela- 
tives à  l'axe  des  x,  il  viendra 

S2X/-i-22Xe=o. 
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le  signe  21S  indiquant  que  la  somme  est  étendue  à  toutes  les 
forces  agissant  sur  les  divers  points  du  système.  Or,  en  vertu 
du  principe  de  Tégalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  les 
forces  intérieures  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées;  la 
somme  SSX/  de  leurs  projections  sur  l'axe  des  x  est  donc 
nulle,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(a)  S2Xe=o; 

on  aurait  de  même 


(••'■) 


2SYe=0, 
S2Ztf  =  o. 


On  a  ainsi  trois  conditions  nécessaires  de  l'équilibre  entre 
les  projections  des  forces  extérieures.  On  en  obtient  trois 
autres  en  introduisant  les  moments. 

Revenons  aux  équations  (i);  multiplions  la  première 
par  —  Kî  la  deuxième  par  x^  et  ajoutons,  nous  aurons 

supposons  écrites  les  équations  analogues  pour  tous  les  points 
du  système  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  il  nous  viendra 

SS(:rY/-j^X/)  +  2S(arY,-^Xe)  =  o; 

mais  SS(a:Y,' — jkX,)  représente  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  intérieures  par  rapport  à  O^;  cette  expres- 
sion est  donc  nulle,  puisque  ces  forces  sont  deux  à  deux 
égales  et  directement  opposées.  Nous  arrivons  ainsi  à  l'équa- 
tion 

(3)  22(a7Ye-^X,)  =  o; 

on  a  de  même 


(3) 


22(.3  Xe —  arZe)  =  O. 
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Les  six  conditions  nécessaires  (2)  et  (3)  ainsi  obtenues 
peuvent  s^énoncer  comme  il  suit  : 

Pour  qu'un  système  quelconque  soit  en  équilibre,  il 
faut  que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieujies 
sur  chacun  des  trois  axes  et  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  soient  nulles. 

On  peut  encore  énoncer  ces  conditions  indépendamment 
de  tout  système  d'axes  de  la  façon  suivante  : 

Pour  qu'un  système  quelconque  soit  en  équilibre,  il 
faut  que  les  forces  extérieures  constituent  un  système  de 
vecteurs  équivalent  à  zéro. 

On  pourra  exprimer  ce  fait  soit  analjtiquement,  en  écri- 
vant les  six  équations  des  projections  et  des  moments,  soit 
graphiquement,  en  exprimant  que  les  forces  extérieures  ont 
une -somme  géométrique  nulle  et  un  moment  résultant  nul. 

Exemples.  —  1°  Imaginons  de  Teau  en  équilibre  dans  un 
vase,  sous  l'action  de  la  pesanteur.  Le  système  considéré  est 
constitué  par  les  particules  de  Teau.  Les  forces  intérieures 
sont  les  actions  mutuelles  entre  ces  particules.  Les  forces 
extérieures  sont  les  actions  exercées  par  des  corps  étrangers 
au  système  sur  les  points  du  système;  ce  sont  par  suite  : 
1"  les  poids  des  particules  d'eau;  a^  les  actions  des  parois  du 
vase  sur  les  particules  d'eau  qui  les  touchent;  3°  les  pressions 
causées  par  l'air  sur  la  surface  libre.  Pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  que  l'ensemble  de  toutes  ces  forces  extérieures 
constitue  un  système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro. 

2°  Imaginons  une  chaîne  pesante  suspendue  à  ses  deux 
extrémités  à  deux  points  fixes  A  et  B.  Les  forces  extérieures 
appliquées  à  la  chaîne  sont  :  i^  les  poids  de  ses  divers  anneaux; 
2°  les  actions  exercées  par  les  points  fixes  A  et  B;  la  chaîne 
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tire  sur  ces  points,  et  réciproquement  ces  points  agissent  sur 
la  chaîne  avec  des  forces  F^  et  Fg  appliquées  aux  extrémités 
de  la  chaîne.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  ces  force* 
extérieures,  poids  et  tensions  aux  deux  extrémités,  forment 
un  système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro. 

3®  Corps  Bolides.  —  Si  le  système  considéré  est  un  corp^ 
solide,  les  six  conditions  d'équilibre  que  nous  venons  dln- 
diquer  comme  nécessaires  pour  un  système  quelconque  sont 
aussi  suffisantes  :  c'est  ce  que  nous  verrons  dans  le  Chapitre 
suivant. 

131.  Fraction  d'un  système  quelconque;  six  condi- 
tions nécessaires  de  Fèquilibre.  —  Dans  un  système  maté- 
riel S,  détachons  par  la  pensée  une  partie  quelconque  du 
système  S«,  de  telle  sorte  que  ce  système  est  divisé  en  deui 
parties,  les  points  de  S|  et  les  points  restants  constituant  im 
système  (S  —  S«  ).  Si  le  système  total  est  en  équib'bre,  il  en 
est  de  même  de  chacune  de  ses  parties,  de  S|  par  exemple 
On  pourra  alors  appliquer  ce  qui  précède  à  la  partie  S, 
regardée  comme  un  système  en  équilibre.  Les  forces  txit" 
rieur  es  à  Sj  appliquées  à  S|  doivent  former  un  système  à.t 
vecteurs  équivalent  à  zéro.  On  obtient  ainsi,  en  prenant  suc- 
cessivement diverses  parties  du  système  total,  des  conditioii> 
d'équilibre  toutes  nécessaires. 


EXERCICES. 

1.  Si  n  forces  concourantes  se  font  équilibre,  leur  point  commoo 
d'application  est  le  centre  de  gravité  de  n  points  de  masses  égales 
placés  à  leurs  extrémités  (Leibnitz). 

2.  Positions  d'équilibre  d'un  point  libre  M  attiré  par  des  centres 
fixes  Oi,  Os,  . . .,  0/1  en  raison  inverse  de  la  distance.  Il  existe  upf 
fonction  des  forces  logMOJ.MOf. .  .M0/|.  Chaque  position  d'équi- 
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libre  O'  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  inverses  des 
points  Ok  par  rapport  à  O'.  Quand  les  points  0;^  sont  dans  un  même 
plan,  les  positions  d'équilibre  sont  les  racines  de  la  dérivée  d'un 
polynôme  en  z  ayant  pour  racines  les  quantités  imaginaires  repré- 
sentées par  les  points  Ojt  (  Chaslbs,  Voir  F.  Lucas,  Comptes  rendus, 
1879  et  1888). 

3.  Soit  un  point  M  en  équilibre  dans  une  position  déterminée  A 
sous  l'action  de  forces  déterminées  Pi,  Pt,  ...,  P»;  sur  AP^t  on 

prend  un  point  Ok  tel  que  AOa  =  (APjt)"*  h  et  v  désignant  des 
constantes  ((^^ —  i).  Démontrer  que  la  fonction 

— — •'+1        — r"«'+>  *'+t 

MOi     -H  MO,     -i-...H-MO« 

est  maximum  ou  minimum  quand  le  point  M  coïncide  avec  la  posi- 
tion d'équilibre  A.  Si  p  =  —  i,  il  faut  remplacer  cette  fonction  par 

logMOi.MOi.  ..MO/t.  Si  i^  =  i,  le  point  A  est  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  Oa-. 

4.  Positions  d'équilibre  d'un  point  pesant  mobile  sans  frottement 
sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  d'axe  vertical  et 
attiré  par  un  point  de  Taxe  proportionnellement  à  la  distance. 

Réponse  : 

Une  position  d'équilibre  stable. 

5.  Positions  d'équilibre  d'un  point  M  mobile  sans  frottement  sur 
une  circonférence  de  rayon  a,  sollicité  par  une  force  dont  la  direction 
passe  par  un  point  fixe  A  de  la  circonférence  et  dont  la  valeur  algé* 

brique  estimée  en  prenant  AM  comme  sens  positif  est  1 —  « 

AM 

Réponse  : 

Trois  positions  d'équilibre  :  deux  pour  lesquelles  AM=a,  une 
pour  laquelle  AM  =:  2a;  les  deux  premières  instables,  la  troisième 
stable. 

6.  Étant  donnée  une  force  F  dont  les  projections  X,  Y,  Z  dé- 
pendent de  X,  y^  ^,  trouver  une  surface  S  telle  qu'un  point  mobile 
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sans  frottement  sur  cette  surface  et  soumis  à  Faction  de  F  soit  en 
équilibre  dans  toutes  les  positions  sur  la  surface  S. 

Réponse  : 

Il  doit  exister  un  facteur  (jl  tel  que  Ton  ait 

H{\dx-{-Ydjr-\-Zdz)  =  d/(x,  y,  z)\ 

les  surfaces  cherchées  sont/(a7,  ^,  ^)  =  const.  ;  s'il  existe  une  fonc- 
tion de  forces,  les  surfaces  cherchées  sont  les  surfaces  de  niveau. 

6  bis.  Trouver  de  même  les  courbes  sur  lesquelles  le  point  est  co 
équilibre  dans  toutes  les  positions. 

(Ces  courbes  existent  toujours  :  elles  sont  assujetties  à  vérifier 
réquation  « 

X  cfr  -h  Y  dy  4-  Z  rf«  =  o, 

qui  permet  de  prendre  arbitrairement  x  tx.  y  tu  fonction  d'un  para- 
mètre q  et  de  déterminer  ensuite  z). 

7.  Un  point  M  sollicité  par  une  force  F  peut  glisser  sans  frotte- 
ment sur  une  courbe  fixe  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  eo 
fonction  d'un  paramètre  q.  On  mène  à  cette  courbe  la  tangente  MT 
dans  le  sens  des  q  croissants.  Démontrer  que  le  cosinus  de  Tangle  TMF 
a  le  signe  de  la  fonction  appelée  Q  (n**  126);  en  conclure  que,  pour 
qu'une  position  d'équilibre  q  =i  q^  soit  stable,  il  faut  et  il  suflit  que 
la  fonction  Q  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif  quand  <j 
atteint  et  dépasse  la  valeur  qi. 

m 

8.  Positions  d'équilibre  d'un  point  mobile  M  posé  sur  la  surface 
extérieure  d'un  ellipsoïde  et  repoussé  par  un  point  fixe  P  propor- 
tionnellement à  la  distance.  (Le  point  M  pouvant  quitter  la  «urfact 
vers  l'extérieur,  il  faut  tenir  compte  du  signe  de  X.  Si  P  est  exté- 
rieur à  l'ellipsoïde,  une  position  d'équilibre  instable;  s*il  est  inté- 
rieur, pas  de  position  d'équilibre.  Géométriquement,  le  problème 
revient  à  mener  du  point  P  des  normales  à  la  surface;  il  faut  ensuite 
choisir  parmi  les  pieds  des  normales.) 

9.  Un  point  mobile  sur  une  parabole  y* — ipx  s=  o  est  attire  p«r 
un  point  fixe  (a,  b)  du  plan  de  la  courbe  proportionnellement  à  \* 
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distance.  Positions  d'équilibre.  Stabilité.  On  a 

X  =  |i(a  — a?),        Y=jx(6— ^),        fji>o, 

Les  ordonnées  des  positions  d'équilibre  (pieds  des  normales  issues 
de  a,  b)  sont  les  valeurs  de  ^annulant  la  fonction 

*(r)=4(«-^)j+(*-^)} 

valeurs  que  l'on  trouverait  en  cherchant  à  rendre  maximum  ou 
minimum  la  fonction 

-f[(«-^)'-t-(*-r)*i 

exprimée  en  fonction  de  ^.  Il  y  a  stabilité  quand  cette  fonction  est 
maximum. 

10.  Aux  trois  sommets  A,  6,  C  d'un  triangle,  on  attache  des  fils 
élastiques  dont  les  longueurs  naturelles  sont  a,  p,  y>  ^"  ^^^  allonge 
pour  les  attacher  ensemble  en  un  nœud  et  l'on  suppose  que  la  force 
élastique  de   chaque  fil  est  proportionnelle  à  son  allongement  par 

unité  de  longueur  (par  exemple,  x  étant  l'allongement  du  premier 

kx  \ 

(il,  sa  force  élastique  est — ;  k  est  le   même  pour  les  trois  filsj. 

Quelles  relations  faut-il  établir  entre  les  trois  longueurs  a,  ^,  y  V^^^ 
que  la  position  d'équilibre  du  nœud  se  trouve  au  centre  de  gravité 
du  triangle? 

il.  Sur  un  plan  horizontal  fixe  se  trouve  placé  un  point  pesant  de 
masse  nt  attiré  par  un  point  fixe  0,  situé  au-dessous  du  plan,  en 
raison  inverse  de  la  distance;  trouver  les  régions  d'équilibre  du 
point. 

Réponse  : 

Soient  /  le  coefficient  de  frottement  du  point  sur  le  plan,  a  la 
distance  OP  du  point  attirant  O  au  plan,  et  k  l'attraction  du 
point  O  sur  le  point  mobile  M  à  l'unité  de  distance.  Pour  qu'il 
y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  a  de  OM  avec  OP  vérifie 
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l'inégalité 

A:  cos  a  sin  a  g/m^a -h/A- cos*  a, 

qui  se  réduit  à  une  inégalité  du  second  degré  si  l'on  prend  pourv»- 
riable  tanga. 

12.  Un  point  pesant  mobile  avec  frottement  sur  un  plan  horizon- 
tal est  attiré  en  raison  inverse  de  la  distance  par  un  point  fixe  0 
placé  au-dessus  du  plan.  Trouver  les  régions  d'équilibre. 

13.  Même  question  en  supposant  l'attraction  proportionnelle  à  1j 
distance. 


CHAPITRE  IX. 


STATIQUE  DES  CORPS  SOUDES. 


I.  —  CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE  D'UN  SOLIDE  LIBRE. 

132.   Corps  solides  libres*  —  En  Physique,  on  divise 
les  corps  de  la  nature  en  solides,  liquides  et  gazeux.  Nous 
nous    occuperons    ici   des   corps  naturels    appelés   solides, 
comme  une  pierre,   un  morceau  de  métal,  un  morceau  de 
caoutchouc,  etc.  Un  solide  naturel  est  dit  entièrement  libre 
quand  aucun  obstacle  extérieur  ne  gêne  son  mouvement. 
Par  exemple,  une  pierre  posée  sur  une  table  n'est  pas  entiè- 
rement libre,  car  la  table  empêche  par  sa  résistance  certains 
mouvements;  une  porte  n'est  pas  entièrement  libre,  car  son 
articulation  avec  les  gonds  empêche  certains  mouvements. 

Nous  étudierons  d'abord  l'équilibre  des  solides  entièrenaent 
libres,  puis  nous  donnerons  quelques  exemples  de  solides 


gênés. 


On  dit  qu'une  force  est  appliquée  à  un  corps  solide  quand 
elle  agit  sur  un  des  points  matériels  dont  Tensemble  constitue 
le  corps  solide.  Ce  point  s'appelle  le  point  d'application  «^ 
la  force. 

On  dit  qu'un  corps  solide  sollicité  par  plusieurs  forces  es 
en  équilibre  quand  ce  corps,  abandonné  à  lui-même,  sans 
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vitesse,   sous  Faction  des  forces,   reste   immobile  sans  se 
déformer. 

Conditions  nécessaires  d'équilibre.  —  D'après  les  théo- 
rèmes généraux  précédents,  relatifs  à  l'équilibre  d'un  sjslème 
quelconque,  pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre  sous 
l'action  de  certaines  forces  extérieures,  //  Jaut  que  ces  forces 
constituent  un  système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro, 
c^ est-à-dire  que  teuf^ somme  géométrique  soit  nutliec^  ^[mt 
leur  moment  résultant  par  rapport  à  un  point  O  soit 
nul. 

Analjtiquement,  ces  conditions  nécessaires  de  l'équilibre 
s'expriment  par  six  équations  obtenues  en  écrivant  que  la 
somme  des  projections  des  forces  sur  chacun  des  CLxes  de 
coordonnées  est  nullcj  et  que  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  à  chacun  des  axes  est  nulle. 

Ces  six  conditions  nécessaires  pour  l'équilibre  d'un 
système  quelconque  sont  suffisantes  pour  l'équilibre  d'un 
corps  solide,  à  condition  que  les  forces  ne  déforment  ni  ne 
rompent  le  corps. 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer  en  étudiant  la  réduction 
des  forces  appliquées  à  un  solide. 

133.  Corps  solide  libre  sollicité   par   deux  forces* 

—  11  est  évident  qu'un  corps  solide  libre  sollicité  par  une 
seule  force  ne  saurait  être  en  équilibre.  Le  cas  d'équilibre 
le  plus  simple  possible  est  donc  le  cas  d^un  corps  sollicité 
par  deux  forces. 

Soit  un  solide  libre  sollicité  par  deux  forces  P  et  Q  (./?^.  i  Sa) 
appliquées  en  deux  points  Â  et  B.  Pour  qu'il  soit  en  équilibre, 
il  faut  : 

i®  Que  la  somme  géométrique  des  deux  forces  soit  nuUe. 
c'est-à-dire  que  ces  deux  forces  forment  un  couple; 
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2"  Que  le  moment  résultant  des  deux  forces  (axe  du 
couple)  soit  nul,  c'est-à-dire  que  les  deux  forces  soient 
égales  et  directement  opposées^  ce  qui  signifie  que  ces  deux 
forces  doivent  être  égales,  parallèles,  de  sens  contraires  et 
dirigées  suivant  la  droite  AB  joignant 
leurs  points  d'application.  Fig.  iSa. 

Nous  regarderons  comme  évident  que 
ces  conditions  nécessaires  de  l'équilibre 
sont  suffisantes,  à  condition  que  le 
corps  ne  se  déforme  plus  ni  ne  se 
rompe. 

Par  exemple,  si  aux  deux  extrémités 
d'une  tige  métallique  on  applique  deux 
forces  égales  et  directement  opposées, 
dirigées  de  façon  à  tendre  la  tige,  elles  ne  se  font  pas  immé- 
diatement équilibre  :  la  tige  s'allonge  un  peu,  par  consé- 
quent se  déforme,  et  prend,  seulement  après  cette  défor- 
mation, un  certain  état  d'équilibre  ;  il  peut  même  arriver,  si 
les  forces  sont  trop  grandes,  que  la  tige  se  rompe. 

Une  tige  métallique  soumise  à  ses  deux  extrémités  à  des 
pressions  égales  et  directement  opposées  est  en  équilibre  si 
ces  pressions  ne  dépassent  pas  certaines  limites;  mais,  si  ces 
pressions  sont  trop  grandes,  la  tige  peut  fléchir,  etc. 

Nous  admettrons,  dans  tout  ce  qui  suit,  que  les  forces 
appliquées  aux  corps  considérés  sont  assez  petites  et  que  ces 
corps  eux-mêmes  sont  assez  rigides  pour  qu'il  n'y  ait  pas 
rupture  et  que  la  déformation  soit  négligeable.  Alors  la  con- 
dition d'équilibre  indiquée  plus  haut  comme  nécessaire  est 
également  suffisante. 

En  résumé,  avec  les  restrictions  que  nous  venons  d'indi- 
quer, la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
forces  appliquées  à  un  solide  libre  se  fassent  équilibre  est 
qiC elles  soient  égales  et  directement  opposées. 
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134.  Principe.  —  Nous  admettrons,  comme  un  fait  résul- 
tant de  ce  qui  précède,  que,  si  un  corps  solide  est  sollicita 
par  des  forces  en  nombre  quelconque,  on  peut,  sans  changer 
son  état,  ajouter  aux  forces  qui  agissent  déjà  deux  forces  égale? 
et  directement  opposées,  ou  supprimer  l'ensemble  de  deux 
forces  égales  et  directement  opposées  s'il  se  rencontre  un 
ensemble  de  ce  genre. 

135.  Opérations  élémentaires.  —  On  peut,  sans  changer 
l'état  d'un  corps  solide  sollicité  par  des  forces  en  nombre 
quelconque,  leur  faire  subir  les  opérations  suivantes  que 
nous  appellerons  opérations  élémentaires  : 

1°  On  peut,  sans  changer  l'état  d'un  solide,  ajouter 
ou  enlever  un  système  de  deux  forces  égales  et 
Fig.  i33.   directement  opposées; 

2**  On  peut,  sans  changer  V effet  d'une  force 
appliquée  à  un  solide,  la  transporter  en  un  point 
quelconque  de  sa  ligne  d'action,  pourvu  que  ce 
nouveau  point  soit  invariablement  lié  au  solide. 

En  effet,  soit,  entre  autres,  une  force  P  appli- 
quée en  un  point  A  d'un  solide  {fig*  i33);  pro- 
longeons indéfiniment  la  ligne  d'action  AP  de  celle 
force  et  prenons  sur  cette  ligne  un  point  B  quel- 
conque invariablement  lié  au  corps.  Nous  pou- 
vons, sans  changer  l'état  du  corps,  appliquer  en  B  deu\ 
forces  égales  et  directement  opposées  dont  Tune,  P,  est 
égale  à  Pen  grandeur,  direction,  sens,  et  l'autre,  —  P',  égale 
et  directement  opposée.  Mais  alors  nous  pouvons  de  nouveau, 
sans  changer  l'état  du  corps,  supprimer  les  deux  forces  P 
et  —  P',  égales  et  directement  opposées  ;  nous  avons  donc, 
sans  changer  Tétat  du  corps,  remplacé  la  force  AP  par  la 
nouvelle  force  BP'  obtenue  en  transportant  AP  en  un  point 
de  sa  ligne  d'action  {fig-  i33). 


f: 


..B 


i 
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3®  On  peut,  sans  changer  l'état  d'un  solide,  remplacer 
des  forces  concourantes  par  leur  résultante,  ou  décom- 
poser une  force  en  des  forces  concourantes. 

Ce  fait  résulte  de  la  décomposition  des  lorces  appliquées 
à  un  point  matériel. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait,  entre  autres, 
quatre  forces  P,  Q,  R,  S  (fig^  i34)  appliquées  en  quatre 
points  A,   B,  C,  D  d'un   solide 
de   telle   façon    que    leurs    lignes  ^'S-  ^h- 

d'action  prolongées  concourent  en 
un  même  point  E.  Nous  pou- 
vons d'abord,  d'après  l'opération 
précédente,  transporter  chacune 
de  ces  forces  au  point  E  de  sa 
ligne  d'action  et  amener  ainsi  les 

quatre  forces  en  F,  Q',  R',  S'.  Mais  alors  les  quatre 
forces  sont  appliquées  à  un  même  point  matériel  E  et  peu- 
vent être  remplacées  par  leur  somme  géométrique  ou  résul- 
tante F.  Inversement,  étant  donnée  une  force  F  appliquée 
en  E,  on  peut  toujours  la  décomposer  en  forces  appliquées 
au  même  point  et  ensuite  transporter  chacune  de  ces  com- 
posantes en  un  point  quelconque  de  sa  ligne  d'action. 

Remarque* —  Il  peut  arriver  que  les  directions  prolon- 
gées des  forces  concourantes  P,  Q,  R,  S  se  coupent  en  un 
point  E  ne  faisant  pas  partie  du  corps  :  dans  ce  cas,  pour 
pouvoir  faire  le  raisonnement,  il  faut  imaginer  que  l'on  place 
en  E  un  point  matériel  et  que  l'on  relie  invariablement  ce 
nouveau  point  au  corps. 

136.  InYariance  de  la  somme  géométrique  des  forces 
et  de  leur  moment  résultant  par  rapport  à  un  point.  — 

Etant  données  des  forces  F|,  F2,  ...,  F^  appliquées  à  un 

A.  aS 


386  C0I7AS  DE  MECANIQUE. 

solide,  ces  forces  forment  un  système  de  vecteurs  auquel 
on  peut  appliquer  les  constructions  géométriques  précédem- 
ment étudiées.  (Chapitre  VII.) 

Faisons  choix  d'un  point  O  et  construisons  la  somme 
géométrique  OR  et  le  moment  résultant  OG  des  forces  pr 
rapport  à  ce  point.  Pour  cela,  nous  mènerons  par  O  d**" 
vecteurs  OF'^,  OF^,  . . . ,  OFJ^  égaux  et  parallèles  aux  forcer: 
la  somme  OR  de  ces  vecteurs  sera  la  somme  géométrique  de^ 
forces.  Puis  nous  construirons  les  moments  linéaires  OG|. 
OG2,  ...,  OG/i  des  forces  par  rapport  à  O;  leur  somme 
géométrique  OG  sera  le  moment  résultant  des  forces  par 
rapport  à  O. 

Ces  définitions  rappelées,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Les  opérations  élémentaires  n^allèrent  pas  ces  deux 
vecteurs. 

En  d'autres  termes,  si,  en  employant  ces  opérations,  on 
transforme  le  système  des  forces  en  un  autre,  ce  nouveau 
sj^s tente  a  ta  même  somme  géométrique  OR  et  le  mime 
moment  résultant  OG  que  le  premier. 

Pour  le  montrer,  il  suffit  de  montrer  que  les  \ecteurs  OR 
et  OG  ne  changent  pas  quand  on  eflectue  chacune  des  opé- 
rations élémentaires. 

1  °  Quand  on  ajoute  ou  qu'on  supprime  deux  forces  égales  et 
directement  opposées,  on  ajoute  ou  l'on  supprime  à  chacun 
des  systèmes  de  vecteurs  concourants  ayant  pour  sonime> 
géométriques  OR  et  OG,  deux  vecteurs  égaux  et  directement 
opposés,  ce  qui  n'altère  évidemment  pas  ces  sommes. 

2'*  Quand  on  transporte  une  force  en  un  point  de  sa  lîgn*» 
d'action,  on  n'altère  ni  le  vecteur  égal  et  parallèle  mené 
par  O,  ni  le  moment  linéaire  de  cette  force  relatif  au  point  O. 

3"  Quand  on  remplace  plusieurs  forces  concourantes  F^i, 
Fa,  . . . ,  Fjt  par  leur  résultante  Q,  on  doit  remplacer,  dans  la 
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construction  de  la  somme  géométrique  OR  de  toutes  les 
forces  Fi ,  F2,  . . . ,  Fa,  . . . ,  F«,  les  vecteurs  OF, ,  OFjj,  . . . , 
OFJ^,  égaux  et  parallèles  à  F|,  F.j,  ..,.,  Fa,  par  le  vecteur  OQ' 
égal  et  parallèle  à  leur  résultante  Q;  mais,  comme  OQ'  est 
la  somme  géométrique  de  OF^,  OF^j,  ...,  OFJ^,  cette  opération 
l'evient  à  remplacer  une  partie  des  vecteurs  concourants 
dont  la  somme  géométrique  est  OR  par  leur  somme,  ce  qui 
n'altère  pas  OR, 

De  même,  quand  on  remplace  plusieurs  forces  concou- 
rantes F|,  Fa,  ...,  Fa  parleur  résultante  Q,  on  doit  rem- 
placer, dans  la  construction  du  moment  résultant  OG  de 
toutes  les  forces,  les  moments  linéaires  0G|,  OGj,  . . . ,  OGa 
des  forces  F| ,  Fj,  . . . ,  Fa  par  le  moment  OH  de  leur  résul- 
tante Q;  mais  comme  le  moment  OH  de  la  résultante  de 
vecteurs  concourants  est  égal  à  la  somme  des  moments  li- 
néaires ctes-CfHiiposants,  cette  opération  revient  à  remplacer 
une  partie  des  momt^te  linéaires  dont  la  somme  est  OG  par 
leur  somme  géométrique,  ce  cpù  a'altère  pas  OG. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

137.  Réduction  A  deux  forces  des  forces  agi^^liquées 
à  un  corps  solide.  —  A  l'aide  des  opérations  éfAnen- 
taires,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  transformer  un 
système  de  forces  appliquées  à  un  solide  sans  changer  son 
état. 

On  cherche  alors  à  réduire,  au  moindre  nombre  possible, 
des  forces  en  nombre  quelconque  appliquées  à  un  solide. 
Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut,  sans  changer  Télat  d' un  solide, 
remplacer  des  Jorces  en  nombre  quelconque,  qui  lui  sont 
appliquées,  par  deux  dont  Vune  est  appliquée  en  un 
point  arbitrairement  choisi. 
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Pour   cela,    nous    établirons    une   proposition    prélimi- 


naire 


Lemme.  —  On  peut  toujours  réduire  des  Jorces  appli- 
quées à.  un  solide  à  trois  forces  appliquées  en  trois  poinh 
arbitraires  du  corps  non  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A,  B,  G  trois  points,  non  en  ligne  droite, 
arbitrairement  choisis  dans  le  corps,  et  F|  une  des  forcer 

considérées  {fig*  i35).  En  laissant  d*' 
'^'  *  '^*  côté  le   cas  exceptionnel  où  cette  foret 

serait  tout  entière  dans  le  plan  ABC. 
on  peut  toujours,  en  la  transportant 
en  un  point  de  sa  ligne  d'action,  la 
supposer  appliquée  en  un  point  Mt 
en  dehors  du  plan  ABC.  Les  trois  di- 
rections M|A,  M|B,  Mj  G  forment 
alors  un  trièdre  ;  on  peut  donc  décomposer  la  force  F|  en 
trois  autres  suivant  ces  trois  directions  et  transporter  ensuite 
les  points  d'application  de  ces  trois  composantes  aux  points  A, 
B,  G  de  leurs  lignes  d'action.  On  obtient  ainsi,  pour  rem- 
placer F|,  trois  forces  P|,  Q«,  R|  appliquées  respectivement 
en  A,  B,  G. 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  la  force  F|  serait  dans  le 
plan  ABG,  elle  serait  dans  un  même  plan  avec  les  trot: 
droites  M4  A,  Mi  B,  M|  G  :  on  pourrait  alors  la  décomposer 
en  deux  dirigées  suivant  deux  de  ces  droites,  M|  AelM|B 
par  exemple,  et  transporter  ces  deux  composantes  en  P, 
et  Qi  aux  points  A  et  B;  on  aurait  donc  le  même  résultât 
que  dans  le  cas  général,  seulement  R|  serait  nulle. 

Après  avoir  fait  cette  opération  pour  chacune  des  force> 
considérées,  on  a,  appliqués  aux  points  A,  B,  G,  troi-* 
systèmes  de  forces  concourantes.  Ghacun  de  ces  système-^ 
peut  être  remplacé  par  sa  résultante,  et  Ton  a  finalement 
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trois  forces  P,  Q,  R  appliquées  aux  poinls  arbitraires  A, 
B,  C.  Le  lemme  est  ainsi  démontré. 


Fig.  i36. 


Théorème.  —  Démontrons  maintenant  le  théorème  en 
montrant  que  ces  trois  forces  peuvent  se  réduire  à  deux. 

Par  le  point  A  et  la  force  BQ  faisons  passer  un  plan  ir; 
par  le  même  point  A  et  la  force  CR  faisons  passer  un 
plan  tI ,  Ces  deux  plans,  ayant  le  point  A  commun,  ont 
en  commun  au  moins  une  droite  AD  {fig*  ï36). 

Sur  cette  droite  prenons  un  point  quelconque  E  distinct 
de  A,  puis  joignons  BA,  BE  et  GA, 
CE.  La  force  Q  et  les  deux  droites 
BA,  BE  sont  dans  un  même  plan  tc; 
on  peut  donc  décomposer  Q  en  deux 
composantes  dirigées  suivant  ces  deux 
droites,  puis  transporter  respective- 
ment ces  composantes  aux  points  A 
et  E  en  Q'  et  Q^ 

On  peut  de  même  décomposer  R 
en  deux  composantes  suivant  CA  et 
CE,  puis  transporter  ces  composantes 
aux  points  A  et  E  en  R'  et  R".  On 

a  alors,  au  point  A,  trois  forces  P,  Q',  R'  qu'on  peut  com- 
poser en  une  seule  F',  et  au  point  E  deux  forces  Q"  et  R'' 
qu'on  peut  composer  en  une  seule  F'. 

Finalement,  les  forces  considérées  ont  été  ainsi  rempla- 
cées par  deux  F'  et  F''  dont  l'une  est  appliquée  en  un  point  A , 
pris  à  volonté.  Le  point  E  n'est  pas  pris  à  volonté;  une 
fois  A  choisi,  le  point  E  doit  être  pris  sur  la  droite  AD,  qui 
varie  avec  le  choix  des  deux  autres  points  B  et  C. 

138.  Théorème.  —  Les  forces  F,,  Fj,  ...,  F„  appli- 
quées à  un  solide,  étant  réduites  à  deux,  F'  et  F",  par 
les  opérations  élémentaires,   ces  deux  forces  ont  même 
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somme  géométrique  OR  et  même  moment  résultant  OG 
par  rapport  à  un  point  quelconque  O  que  les  forcesY^. 
Fa,  . . . ,  Ffi  d'où  elles  émanent. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  sur  l'iD- 
variance  des  vecteurs  OR  et  OG  par  V effet  des  opération^ 
élémentaires  (ii°  136). 

139.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équi- 
libre d'un  corps  solide.  —  Nous  pouvons  inâinlenani 
montrer  que  les  six  conditions  universelles  d'équilibre,  néve^ 
saîres  pour  un  système  quelconque,  sont  suffisantes  pour  un 
corps  solide. 

En  effet,  supposons  que  les  forces  extérieures  appliquée? 
à  un  solide  soient  telles  que  leur  somme  géométrique  OR  el 
leur  moment  résultant  OG  soient  nuls.  Réduisons  ces  forces 
à  deux,  F'  et  F''  :  ces  forces  finales  ayant  même  somme  |;éo- 
métrique  et  même  moment  résultant  que  les  forces  consi- 
dérées, ont  leur  somme  géométrique  nulle  et  leur  moment 
résultant  nul.  Elles  sont  donc  (n"  133)  égales  et  directement 
opposées,  et  le  corps  est  en  équilibre. 

140.  Système  de  forces  équivalent  à  zéro.  —  On  dii 

qu'un  système  de  forces  appliqué  à  un  solide  est  équivalent  à 
zéro  quand  sa  somme  géométrique  et  son  moment  résultanl 
sont  nuls.  D'après  cette  définition,  pour  qu'un  système  de 
forces  soit  en  équilibre  sur  un  solide,  il  faut  et  il  suffit  qu  il 
soit  équivalent  à  zéro.  On  peut  par  des  opérations  élémen- 
taires réduire  un  système  équivalent  à  zéro  à  deux  forces 
égales  et  directement  opposées;  mais,  par  une  dernière  opé- 
ration élémentaire,  on  peut  supprimer  ces  deux  forces  el 
réduire  ce  système  à  rien,  en  admettant,  bien  entendu,  que 
les  conditions  physiques  du  n"  133  soient  réalisées. 
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141.  Conditions  analytiques  d'équilibre  d'un  solide 
libre.  —  Soient  O^,  O^,  O-3  trois  axes  rectangulaires; 
pour  définir  les  n  forces  F, ,  F2,  . . . ,  F;,  appliquées  au  solide, 
appelons  (X|,Y,,  Z,),  (XjjYj,  Z^),  ...,  (X/,,Y/,,  Z„)  les 
projections  respectives  de  ces  forces  sur  les  trois  axes 
et  (L|,  M|,N|),  (LajMa,  N^),  ...,  (L^,  M,,,  N^)  leurs  mo- 
ments respectifs  par  rapport  aux  trois  axes. 

Construisons  la  somme  géométrique  OR  et  le  moment 
résultant  OG  de  ces  forces  par  rapport  au  point  O  et  appe- 
lons X,  Y,  Z  et  L,  M,  N  les  projections  respectives  de  ces 
deux  vecteurs  sur  les  trois  axes.  On  aura,  d'après  la  défini- 
lion  même  de  ces  deux  vecteurs, 

IA  =  Xf  -4-  A 2  -f- .  . .  -H  A/4, 
Y  =  Y,  -f-Y,  -f....-hY„, 

ILi   =  Lj  -4-  Lj  H-.  .  . -+-  Li/i, 
M  =  Mi-hM,  H-...H-M„, 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  OR  et  OG 
soient  nuls,  donc  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  les  six  équa- 
tions 

(  X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o, 
(Equilibre) 

(   L  =  o,         M  =  o,         N  =  o. 

On  peut  énoncer  ces  six  conditions  en  disant  :  pour  que 
des  forces  appliquées  à  un  solide  se  fassent  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  (sous  les  restrictions  indiquées  au  début) 
que  la  somme  de  leurs  projections  sur  chacun  des  trois 
axes  de  coordonnées  soit  nulle  et  que  la  somme  de  leurs 
moments  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes,  soit  nulle. 

1 42.  Cas  particulier  :  équilibre  de  forces  concourantes. 

—  Dans  ce  cas,  on  peut  transporter  les  forces  au  point  de 
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concours  et  les  réduire  à  une.  Pour  qu'il  y  ail  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  géométrique  des  forces  soit 
nulle.  Analytiquement,  en  prenant  le  point  de  concoure 
pour  origine,  on  voit  que  L,  M,  N  sont  nuls  d'eux-mêmes, 
et  il  suffit  d'écrire  les  trois  conditions 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

143.  Équilibre  de  trois  forces  appliquées  A  un  solide  : 

I.  Équilibre  de  trois  forces  concourantes.   —   Supposons 

un  solide  sollicité  par  trois  forces  con- 
P'g-  «37.  courant  {^fig*  iS^)  en  O.  Nous  pouvon* 

toujours  les  transporter  au  point  O.  Pour 
qu'elles  se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  leur  somme  géométrique  soil 
nulle,  c'est-à-dire  qu'elles  soient  parallèle:* 
et  égales  aux  côtés  d'un  triangle  OF,  A 

parcourus  dans  un  même  sens  de  circulation.  On  peut  dire 

aussi  qu'il  faut  et  il  suffit  : 

i"  Que  les  trois  forces  concourantes  soient  dans  un  mémtr 
plan; 

2"  Que  chacune  d'elles  soit  à  l'extérieur  de  l'angle  des  deui 
autres  ; 

S'*  Que  l'intensité  de  chacune  d'elles  soit  proportionnelle 
au  sinus  de  Tangle  des  deux  autres 

Ft  F,  F, 


sin(F,F,)       sin(FaFi)       sin(F,F,) 

II.  Équilibre  de  trois  forces  parallèles.  —  Prenons  mainte- 
nant trois  forces  parallèles  et  cherchons  les  conditioD> 
d'équilibre. 

Sur  les  trois  forces,  deux  auront  le  même  sens  que  nous 
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regarderons  comme  positif,  la  troisième  le  sens  contraire. 
Nous  regarderons  les  intensités  P|  et  P2  des  deux  premières 
comme  positives  i^fig-  i38)  et  l'intensité  Ps  de  la  troisième 
comme  négative.  D'abord,  la  condition  que  la  somme 
géométrique  des  forces  soit  nulle  exige  que  la  force  qui 
tire  seule  dans  un  sens  soit  égale  en  valeur  absolue  à  la 
somme  des  deux  qui  tirent  en  sens  contraire,  ou  encore 
que  leur  somme  algébrique  soit  nulle 

Pt-hPi-4-P3=o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  le  moment  résultant  par 
rapport  à  un  point  O  est  nul.  Prenons  ce  point  sur  Ps.  Le 
moment  linéaire  de  Ps  est  nul  ;  les  moments  linéaires  0G| 
et  OG2  de  Pi  et  Pj  sont  perpendicu- 
laires aux  plans  OP|  et  OP2;  pour  que 
leur  somme  géométrique  soit  nulle,  il 
faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  dirigés  sui- 
vant la  même  droite,  en  sens  contraires,  et 
égaux  en  valeur  absolue. 

il  faut  donc  d'abord  que  les  perpendi- 
culaires aux  plans  0P|  et  OP2  coïncident, 
c'esl-à-dire  que  ces  plans  eux-mêmes 
coïncident  et  que  P3  soit  dans  le  plan  P|P2.  Puis,  pour  que 
les  deux  moments  0G|  et  OG2  soient  de  sens  contraire,  il 
faut  et  il  sufGt  que  O,  c'esl-à-dire  Pa,  soit  entre  Pi  etPj; 
enfin,  pour  que  ces  moments  soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit 
que 

P,.OAi=P,.OA„ 

0A|  et  OA2  étant  les  distances  de  O  aux  forces  P|  et  P2.  En 
menant  une  transversale  quelconque  B^,  B2,  B3  aux  trois 
forces,  on  peut  remplacer  cette  dernière  condition  par 

Pi.BjBi  =  P].Bs6{, 
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car  on  a  évidemment 

0A|  _  B>B| 
O A,  '~  B,  B,  ' 

En  résumé,  pour  que  trois  forces  parallèles  se  fassent 
équilibre,  il  faut  et  il  suffit  : 

I®  Que  la  force  P3,  qui  est  seule  de  son  sens,  soit  égale 
en  valeur  absolue  à  la  somme  des  deux  autres; 

2"  Qu'elle  soit  entre  ces  deux  forces  dans  leur  plan: 
3"  Que  les  segments  dans  lesquels  la  force  Ps  coupe  uoe 
transversale  aux  trois  forces  soient  inversement  proportion- 
nels aux  forces  Pi  et  Pj. 

Remarque.  —  On  peut  exprimer,  sous  une  forme  symé- 
trique, les  conditions  d'équilibre,  en  donnant  aussi  dc^ 
signes  aux  trois  segments  déterminés  par  les  points  Bi. 
B2,  B3  sur  une  transversale  aux  trois  forces. 

Alors  il  faut  et  il  suffît,  pour  l'équilibre,  que  les  tror.^ 
forces  soient  dans  un  même  plan  et  que  Ton  ait  en  grandeur 
et  signe 

(i)  ^t    ^    J^    -    P» 

B»  Bs        B3B1        Bi  Bf 

où  chaque  rapport  se  déduit  du   précédent  par  la  permu- 
tation circulaire  des  indices. 

En  efi'et,  comme  les  trois  segments  aux  dénominateur^ 
vérifient  la  relation 

BjBj-h  BjBi-i-  BiB]^:  o, 
les  forces  vérifieront  la  même  relation 

et,  en  outre,  elles  auront  la  disposition  exigée  par  Ténoncé. 
La  proportion  (1)  signifie  que  chaque  force  est  propor- 
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tioDoelle  au  segmenl  de  transversale  compris  entre  les  deux 
autres. 

III.  Équilibre  de  trois  forces  quelconques.  —  Cherchons, 
enfin,  les  conditions  d'équilibre  de  trois  forces  quelconques  P, 
Q,  R  appliquées  à  un  corps  solide. 

Tout  d'abord,  pour  qiCil  y  ait  équilibre j  il  faut  que  les 
trois  forces  soient  dans  un  même  plan.  En  effet,  considé- 
rons une  droite  AB  s'appuyant  en  A  et  B  respectivement  sur 
les  lignes  d'action  de  P  et  Q.  Il  faut  que  la  somme  des  moments 
des  forces  P,  Q,  R,  par  rapport  à  cette  droite  AB,  soit  nulle, 
car  on  peut  toujours  imaginer  qu'on  ait  pris  AB  pour  un  des 
axes  de  coordonnées.  Mais  les  moments  des  forces  P  et  Q  par 
rapport  à  AB  sont  nuls,  car  ces  forces  rencontrent  AB;  il  faut 
donc  que  le  moment  de  R  soit  nul  aussi,  c'est-à-dire  que  la 
ligne  d'action  de  cette  force  R  rencontre  AB  ou  lui  soit 
parallèle.  Ainsi  toute  droite  AB  s'appuyant  sur  deux  des 
forces  doit  rencontrer  aussi  la  troisième  à  distance  finie  ou 
infinie;  ce  qui  exige  que  les  trois  forces  soient  dans  un 
même  plan. 

Supposons  cette  première  condition  remplie;  deux  cas  peu- 
vent se  présenter  ; 

Premier  cas.  —  Deux  des  forces  P  et  Q  sont  concourantes; 
on  peut  alors  les  composer  en  uqc  seule  R';  pour  qu'il  y  ait 
équilibre  il  faut  et  il  suffit  que  la  troisième  force  R  soit 
égale  et  opposée  à  R'.  Donc,  si  deux  des  forces  concourent, 
il  faut  et  il  suffit,  pour  l'équilibre,  que  les  trois  soient  concou- 
rantes et  remplissent  les  conditions  d'équilibre  de  trois  forces 
concourantes  que  nous  venons  d'indiquer. 

Deuxième  cas.  —  Les  trois  forces  P,  Q,  R  sont  parallèles; 
elles  devront  alors  remplir  les  conditions  d'équilibre  de  trois 
forces  parallèles,  telles  qu'elles  viennent  d'être  données. 
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En  résumé,  pour  que  trois  forces  se  fassent  équilibn 
sur  un  solide,  il  faut  qu'elles  soient  dans  un  même  plan, 
que,  dans  ce  plan,  elles  soient  concourantes  ou  parallèUi 
et  remplissent,  par  suite,  les  conditions  d'équilibre  de  troh 
forces  concourantes  ou  parallèles. 


léé.  Exemple  de  solide  soumis  à  trois  forces.  —  Éunt 
donnée  une  coupe  ayant  la  forme  d'une  demî-sphère  dont 
le  grand  cercle  limite  est  horizontal,  on  place  dans  cette 
coupe  une  tige  homogène  pesante  AB  dont  une  extrémité  A 
peut  glisser  sans  frottement  sur  le  fond,  tandis  que  la  tige 
s'appuie  contre  le  bord  de  la  coupe  sur  lequel  elle  peut  glisser 
sans  frottement.  Trouver  les  positions  d'équilibre. 

La  tige  est  soumise  à  trois  forces  (fig»  iSg)  :  i®le  poids  P 

appliqué  en  son  milieu  M;  a*  la 
réaction  normale  N  de  la  sur- 
face sphérique  sur  l'extrémité  A: 
3**  la  réaction  Q  du  bord  sur  U 
tige  ;  cette  dernière  force  est 
appliquée  au  point  C  de  la  tigt^ 
qui  touche  le  bord  ;  eUe  esi 
normale  à  la  tige,  car  celle-ci 
peut  glisser  sans  frottement  sur 
le  bord. 

•  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il 
faut  que  ces  trois  forces  soient 
dans  un  même  plan.  Ce  plan  est  nécessairement  vertical, 
car  il  contient  le  poids  P,  et  il  passe  par  le  centre  O  de 
l'hémisphère,  car  il  contient  la  réaction  N  dirigée  suivant 
le  rayon  AO.  La  position  d'équilibre  cherchée  est  donc  dans 
un  plan  vertical  passant  par  O.  Nous  prendrons  ce  plan  pour 
plan  de  la  figure  189. 

Appelons  a  l'angle  DCA  de  la  tige  avec  le  diamètre  hori- 
zontal CD,  2  /  la  longueur  AB  de  la  tige,  R  le  rayon  de  la 
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coupe.  Les  trois  forces  P,  N,  Q  doivent  être  concourantes 
en  un  certain  point  I.  Calculons  CM  et  CI  en  fonction  de  a. 
On  a  d^abord,  dans  le  triangle  DâC, 

(1)  CA.  =  aRcosa; 

puis 

(2)  CM  =  GA— AM  =  aRcosa—  /. 

Dans  le  triangle  rectangle  CA.I,  l'angle  en  A  est  a,,  et  Ton  a 

(3)  01  =  GAtanga  =  2Rsîna. 

Enfin,  puisque  IM  est  vertical,  Tangle  CIM  est  aussi  égal 
à  a  comme  ayant  ses  côtés  perpendiculaires  à  DCA,  et  l'on  a 

GM  =  GItangx. 

Remplaçant  CM  et  CI  par  leurs  valeurs  (2)  et  (3),  il  vient 

(aRcosa  —  /)  =  aR  sina  tanga. 

Cette  équation  donne  a.  En  multipliant  les  deux  membres 
par  cosa,  remplaçant  sin'a  par  i  —  cos^a  et  posant 

X  =  cosa, 

on  a,  pour  déterminer  ^,  l'équation 

(4)  4Ra?«— /j7  — 2R  =  o. 

Discassion.  —  Pour  qu'une  racine  x  convienne,  il  faut  : 
1**  qu'elle  soit  réelle;  2**  qu'elle  soit  positive;  3°  qu'elle  soit 
moindre  que  1,  car  x  est  le  cosinus  d'un  angle  aigu.    . 

L'équation  (i)  ^  des  racines  réelles  de  signes  contraires. 
Pour  que  la  positive  puisse  convenir,  il  faut  qu'elle  soit 
moindre  que  i,  c'est-à-dire  que  le  résultat  de  la  substitu- 
tion X  =  I  soit  positif, 

aR  — />  o. 
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La  demi-longueur  de  la  barre  doit  donc  êlre  infërieunr 
an  diamètre  DC;  cela  est  évident;  car,  si  la  longueur  AM 
était  supérieure  à  DC,  le  point  M  serait  à  l'exlérieur  de  la 
coupe  dans  toutes  les  positions  possibles  de  la  barre,  et 
l'équilibre  ne  pourrait  pas  être  réalisé. 

Une  fois  x  trouvé,  on  connaît  a,  et  il  faut  placer  la  barre 
'  de  façon  que  l'angle  ACD  =  a.  Mais,  pour  cela,  il  Faut  qne 

AG  <  AB, 
c'est-à-dire 

2Rcosa<2/,        cosa<-5-- 

La  racine  positive  x  doit  donc  êlre  inférieure   à  ^-  Ed 
substituant  tt  à  j:,  on  doit  trouver 


le 

trinôme  (^4)- 

On  iliil  Jbnc  avoir 

• 

3/« 
H 

2R>0, 

C'i 

2st-à-dire 

l> 

Rv/6 
•> 

£n  résumé,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il 
suffit  que 

11  y  a  alors  une  solution. 

145.  Autre  cas  particulier  :  forces  dans  un  mtaie 
plan.  —  Soit  un  corps  solide  sollicité  par  des  forces  F|, 
F2J  •  •  •?  t/î  situées  dans  un  plan  fixe  que  nous  prenons  pour 
plan  des  xy.  Dans  ce  cas,  la  somme  géométrique  des 
forces  OR  est  évidemment  dans  ce  plan,  et  leur  moment  ri- 
sultant  OG  est  normal  au  plan. 
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I 

Au  point  de  vue  analytique,  en  employant  les  mêmes  nota- 
tions que  dans  le  cas  général,  on  voit  que  les  projections  Z|, 
Z2,  •..,  Z/2  des  composantes  sur  0>3  sont  toutes  nulles:  de 
même  les  moments  L| ,  L2,  . . .,  L/,,  M 1 ,  M2,  . . .,  Mn  des  com- 
posantes par  rapporl  aux  axes  O a:  et  Oy  sont  nuls,  puisque 
toutes  les  forces  sont  dans  un  même  plan  avec  chacun  de  ces 
axes. 

On  a  alors  pour  les  projections  de  OR  et  OG 

/  X  =  X|  -4-  Xj  -f- . . .  -+-  X/i, 
(OR)  Y  =  Y,-hY,4-...-+-Y«, 

(  Z  =  0. 

IL  =  o, 
M  =  o, 
N  =  lV,-4-N,-h...-hN,|. 

Conditions  d'équilibre.  —  Sur  les  six  conditions  du  cas 
général,  on  voit  que  trois  sont  remplies  d'elles-mêmes;  et  il 
restera  à  écrire  les  trois  conditions 

X| -H  Xj  -{- m  • .  -+-  Xrt  =  O, 

Yi-4- Yi-h...4- Y„  =  o, 

Ni  -  N, -+-... -+-Nrt=  o. 

0 

La  somme  des  projections  des  forces  sur  chacun  des 
axes  Ox  et  Oy  situés  dans  le  plan  des  forces  doit  être 
nulle;  et  la  §omme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
l'axe  Os  perpendiculaire  à  ce  plan  doit  être  nuire, 

146.  Troisième  cas  particulier  :  équilibre  de  forces 
parallèles.  —  Considérons  le  cas  particulier  où  les  forces 
appliquées  à  un  solide  sont  parallèles  à  une  même  direction, 
les  unes  tirant  dans  un  sens,  les  autres  en  sens  contraire. 

Soient  a,  ^,  y  les  cosinus  directeurs  d^ine  demi-droite 
parallèle  à  la  direction  commune  des  forces.   Appelons  P<, 


400  COURS  DE  MECANIQUE. 

Pj,  ...,  P»  les  grandeurs  des  forces  estimées  posiUçement 
salivant  cette  demi-droite,  de  sorte  que  les  forces  dirigêf^ 
dans  le  sens  de  celte  demi-droite  seront  positives,  et  k? 
forces  dirigées  en  sens  contraire  négatives.  On  aura,  en  ajn 
pelant  a?A,  ^Aî  ^Ales  coordonnées  du  point  d'application  deL 
force  Pa,  X*,  Y*,  Z^,  ses  projections  sur  les  axes  supposé> 
rectangulaires,  et  La,  Ma,  Na  ses  moments  par  rapport  aoi 
axes. 

XA=aPA,       Ya=PPa,       Za^yP*; 

La  =  PatCy^'a—  P«a), 
Ma=  PA(a-«A  — Ya?A-), 
NA  =  PA(P^A-a7*). 

Puis,  en  posant 

p  =  P,4-P,-h...-+-P„=2:Pifr, 

le  signe  S  indiquant  une  somme,  étendue  à  toutes  les  force^. 
on  a,  pour  les  projections  de  la  somme  géométrique  el  du 
moment  résultant  par  rapport  à  O, 

X  =  aP,         Y  =  pP,        Z  =  yP; 

L^YSPA^it-pSP*^*, 
M  =  aS  Pa-^a  -;  y2  Pa^^a, 

N  =  p£PAarA— aSPAr*- 

On  voit  immédiatement  par  la  Géométrie  que  la  somint 
géométrique  des  forces  leur  est  parallèle  et  que  leur  momeni 
résultant  leur  est  perpendiculaire;  c'est  ce  qu'on  vérifie  ana- 
lytiquement  en  remarquant  que  les  valeurs  ci-dessus  de  \. 
Y,  Z,  L,  M,  N  satisfont  à  l'identité 

LX  +  MY  -h  NZ  =  o. 

Conditions  d'équilibre.  —  En  écrivant  les  six  condition> 
d'équilibre  du  cas  général,  on  voit  qu'elles  se  réduisent  ac- 
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lueliement  aux  trois  suivantes 

Par  exemple,  si  l'on  a  choisi  l'axe  0-s  parallèle  à  la  direc- 
tion commune  des  forces  (P  =  y==o),  on  a  les  trois  con- 
ditions 


II.  —  SYSTÈMES  DE  FORCES  ÉQUIVALENTS  SUR  UN  SOLIDE. 

147.  Conditions  d'équivalence  de  deux  systèmes  de 
forces.  —  Imaginons  un  solide  et  deux  systèmes  de  forces  (S) 
et  (S')  appliquées  successivement  à  ce  solide;  le  premier  (S) 
étant  formé  de  n  forces  F|,  F2,  ...,  F«;  le  deuxième  de 
n!  forces  F'^,  F'^,  ...,  F^'.  Construisons  les  sommes  géomé- 
triques OR  et  OR'  et  les  moments  résultants  OG  et  OC  de 
ces  deux  systèmes  par  rapport  à  un  point  arbitraire  O. 

On  dit  que  les  deux  systt}mes  sont  équivalents  quand  ils 
peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre  sans  changer 
Vétat  du  corps  solide. 

Théorème.  —  Pour  que  deux  systèmes  de  forces  soient 
équivalents,  il  faut  et  il  suffit  qiCils  aient  même  somme 
géométrique  et  même  moment  résultant  par  rapport  à  un 

point  O 

(OR')  =  (OR),        (OG')  =  (OG). 

1"  La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  considérons  ,1e 
système  auxiliaire  ( —  S)  formé  de  toutes  les  forces  de  (S) 
changées  de  sens;  ce  nouveau  système. a  pour  somme  géo- 
métrique et  pour  moment  résultant  par  rapport  à  O  des 
A.  a6 
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vecteurs  ( —  R)  et  (—  G)  égaux  et  opposés  à  R  et  G.  Ce  >v- 
tème  ( —  S)  est  évidemment  tenu  en  équilibre  par  le  sys- 
tème (S);  il  l'est  donc  aussi  par  le  système  (S')  qui,  par 
hypothèse,  produit  le  même  effet  que  (S).  Donc  l'ensemLi- 
des  deux  systèmes  ( —  S)  et  (S')  forme  un  système  de  forco* 
en  équilibre,  c^.est-à-dire  un  système  équivalent  à  zéro. 

La  somme  géométrique  de  toutes  les  forces  de  cet  enseniblf 
est  la  différence  géométrique 

(OR')-(OR), 

et  leur  moment  résultant,  la  différence  géométrique 

(OG')  — (OG). 


ne- 


Comme  cet  ensemble  est  en  équilibre,  sa  somme  géoi 
trique  et  son  moment  résultant  sont  nuls,  et  l'on  a,  géonit*- 
Iriquement, 

(OR')  =  (OR),        (OG')  =  (OG). 

2*^  La  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  Ton  a 

(OR')  =  (OR),        (OG')  =  (OG) 

en  grandeur,  direction  et  sens,  Tensemble  formé  des  svn- 
tèmes  (—  S)  et  (S)  est  en  équilibre  et  peut,  par  suite,  |wf 
les  opérations  élémentaires,  être  réduit  à  zéi'o  (n®  140). 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  que  l'on  peut  passerai; 
système  (S')  au  système  (S)  par  les  opérations  élémenuire?: 
il  sera  alors  établi  que  l'on  peut  remplacer  (S')  par  (^Si  ^aQ' 
changer  l'état  du  corps. 

En  effet,  partons  du  système  (S')  supposé  être  appli*p 
seul  au  corps  solide;  nous  pouvons,  sans  changer  Télat  «i" 
corps,  ajouter  les  deux  systèmes  (S)et( —  S)dontrensemU 
est  formé  de  forces  deux  à  deux  égales  et  directement  opp- 
sées;  le  corps  est  alors  sollicité  simultanément  par  les  ln>«* 
systèmes  de  forces  (S'),  (S)  et  ( — S).  Mais  l'ensemble  i^ 
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et  ( —  S)  peut,  par  les  opérations  élémentaires,  être  réduit  à 
zéro  et,  finalement,  il  reste  le  système  (S).  On  passe  donc 
bien  de  (S')  à  (S)  par  les  seules  opérations  élémentaires. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  montré  au  n"  136  que  les  opé- 
rations élémentaires  n'altèrent  ni  la  somme  géométrique  ni 
le  moment  résultant.  Nous  venons  de  démontrer  la  réci- 
proque :  toutes  les  fois  qu'on  aura  deux  systèmes  de  forces 
ayant  même  somme  géométrique  et  même  moment  résultant, 
on  pourra  passer  de  l'un  à  l'autre  par  ces  opérations  élé- 
mentaires et,  par  suite,  les  remplacer  l'un  par  l'autre. 

Remarque  II.  —  Si  deux  systèmes  de  forces  ont  la  même 
somme  géométrique  et  le  même  moment  résultant  pour  un 
point  particulier,  ils  sont  équivalents;  par  suite,  leurs  mo- 
ments résultants  soulI  aussi  égaux  par  rapport  à  tout  autre 
point  de  l'espace. 

Expression  analytique  de  réquivalence.  —  Prenons  le 
point  O  pour  origine;  soient  X,  Y,  Z;  L,  M,  N  les  pro- 
jections de  la  somme  OR  et  du  moment  résultant  OG  du 
premier  système;  X',  Y',  Z';  L',  M',  N',  les  quantités  ana- 
logues pour  le  second.  L'équivalence  s'exprime  par  les  six 
conditions 

X  =  X',        Y=:Y',        Z  =  Z',         L  =  L,        M  =  M',        N  =  N'. 

Pour  que  deux  systèmes  de  forces  soient  équivalents,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  sommes  de  leurs  projections  sur 
chacun  des  axes  et  les  sommes  de  leurs  moments  par  rap- 
port à  chacun  des  axes  soient  égales. 

148.  Exemple  de  systèmes  équivalents  :  couples  ;  com- 
position des  couples.  —  Un  couple  est  un  système  de  deux 
forces  P  et  —  P  égales  et  opposées. 
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Le  bras  de  le\ier  da  couple  est  la  distance  AB  ijig-  i4'~' 
des  deux  forces;  le  momenl  du  couple  est  le  produit  AB.P 
du  bras  de  levier  par  une  des  forces.  Qoaod  le  momenl  e>t 

nul,  le  couple  est  équivalent  a  xéro.  car. 
«S-  MO'  ^^    bien  les   deux   forces   sont    nulie^. 

ou  bien  AB  =  o ,  et  alors  les  deui 
forces  sont  égales  et  directement  oppo- 
sées. 

Un  couple  est  un  système  de  forcer 
dont  la  somme  géométrique  est  nulle,  t{ 
dont  le  moment  résultant  est  constant 
en  grandeur,  direction  et  sens  pour  tous  les  points  d^ 
^espace  (n°  112).  Ce  moment  résultant  s'appelle  Ycuce  du 
couple.  L'axe  d'un  couple  est  donc  un  vecteur  défini  en 
grandeur,  direction  el  sens,  mais  dont  le  point  d'cipplica- 
tionpeitt  être  choisi  arbitrairement  dans  V espace.  Pour 
retrouver  ce  vecteur,  cherchons  le  moment  résultant  par 
rapport  à  un  point  O  du  bras  de  levier  AB  situé  entre  A  et  B: 
les  moments  des  deux  forces  P  et  —  P  seront  dirigés  per- 
pendiculairement au  plan  du  couple,  dans  le  même  sens, 
car  les  deux  vecteurs  P  et  —  P  ont  le  même  sens  de  rota- 
tion autour  du  point  O  ;  le  moment  résultant  OG  ou  ojre  dn 
couple  est  donc  perpendiculaire  au  plan  du  couple  et  égal 

à  P .  O  A  -\-  P .  OB,  ou  à  P .  AB,  c'est-s||^ire  au  moment  du 
couple. 

Théorème  I.  —  Deux  couples  de  même  axe  sont  équi- 
valents, car  ils  ont  tous  deux  une  somme  géométrique  nullr- 
et  même  moment  résultant.  Ils  pourront  donc  être  réduii^ 
l'un  à  l'autre  par  les  opérations  élémentaires.  Comme  cellf- 
proposition  est  d'une  grande  importance,  nous  nousy  arréli^ 
rons  un  instant.  Elle  nous  apprend  qu'on  peut,  sans  changor 
l'effet  d'un  couple,  le  transporter  parallèlement  à  lui-méni» 
dans  son  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  le  faire  tourner 
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dans  un  de  ces  plans,  enfin  modifier  son  bras  de  levier  et  ses 
forces,  pourvu  qu^on  ne  change  ni  son  moment  ni  son  sens 
de  rotation,  c'est-à-dire  qu'on  n'altère  pas  son  axe. 

Théorème  II  (Composition  des  couples).  —  Un  nombre 
quelconque  de  couples  est  toujours  équivalent  à  un  couple 
unique  dont  Vaxe  est  la  somme  géométrique  des  axés  des 
couples  composants. 

D'abord,   le  système  formé   par  jo    couples    P|,    — P|  ; 
P2,  —  Pa;  .  • .,  P/»,  —  Py?  est  un  système  de  vecteurs  dont  la 
somme  géométrique  est  nulle.  Puis, 
le  moment  résultant  de  ce  système  *^'  *^'' 

est  le  même  par  rapport  à  tous  les 
points  de  l'espace  {fig»  i40-  ^^ 

effet,  pour  obtenir  ce  moment  ré-  ^  ^p 

sul  tant  OG,  par  rapport  au  point  O ,  / 

on  peut  procéder  comme  il  suit  :  ^  / 

on  prend  d'abord  le  moment  résul-  1    t  ' 

tant  0G|  de  P<  et  —  P|,  moment  -»p  '       ^' 

qui    est  égal  à  l'axe   du  premier  -^* 

couple,  puis  le  moment  résultant 

OG2  de  P2  et  —  P2,  qui  est  égal  à  l'axe  du  second  couple, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  OG^,,  qui  est  l'axe  du  dernier  couple  ; 
puis  on  compose  entre  eux  tous  ces  moments  composants 
OG<,  OG2,  ...,  OG;,. 

Considérons  alors  un  couple  d'axe  OG  égal  au  moment 
résultant;  ce  couple  unique  est  équivalent  au  système  des 
couples  donnés,  car  il  a,  comme  ce  système,  une  somme 
-géométrique  nulle,  et  un  moment  résultant  égal  à  OG.  On 
pourra,  par  les  opérations  élémentaires,  réduire  le  système 
de  couples  donnés  au  couple  unique  d'axe  OG. 

Couples  en  équilibre. —   Si  OG  =  o,  le  couple  final  est 
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équivalent  à  zéro  ;  le  système  proposé  également.  Les  couple^ 
se  font  alors  équilibre. 

149.  Cas  général  :  Réduction  A  une  force  et  A  un 
couple.  —  Un  système  de  forces  quelconques  est  équiyaleni 

à  une  force  unique,  égale  à  leur  somme 
Fig.  142.  géométrique,  appliquée  en  un  point  arbi- 

traire et  à  un  couple  unique  dont  Vajre 
est  le  moment  résultant  par  rapport  à  r** 
point.  En  effet,  soit  OR  la  somme  géomé- 
trique des  forces  et  OG  leur  moment  résul- 
tant du  système  par  rapport  à  un  point 
arbitraire  O.  Le  nouveau  système  formr 
par  la  force  R  et  un  couple  (P,  — V^ 
d'axe  OG  est  équivalent  au  système  proposé,  car  il  a  mémt' 
somme  géométrique  OR  et  même  moment  résultant  0(i 
par  rapport  au  point  O  {fig-  142).  Le  système  propo>f 
pourra  donc  être  réduit  au  système  R,  P,  —  P  par  les  opéra- 
tions élémentaires. 

Gomme  le  point  O  est  pris  à  volonté,  il  y  a  une  infinité  ef- 
façons de  déterminer  une  force  et  un  couple  équivalents  à 
un  système  donné.  Une  fois  le  point  O  choisi,  les  forces  du 
couple  (P,  —  P)  ne  sont  pas  entièrement  déterminées,  pui>- 
qu'on  peut  prendre  pour  ce  couple  l'un  quelconque  de^ 
couples  équivalents  en  nombre  infini  ayant  OG  pour  axe. 

Pour  que  les  forces  données  se  fassent  équilibre,  il  faut  et 
il  suffit  que  OR  et  OG  soient  nuls,  c'est-à-dire  que  la  force  R 
et  le  couple  (P,  —  P)  soient  nuls  séparément. 

On  voit,  d'après  cela,  qu'une  force  et  un  couple  ne  peuvcnl 
se  faire  équilibre  que  si  la  force  et  le  couple  sont  nuls  sépa- 
rément. 

150.  Cas  particuliers  de  la  réduction.  —  Gherchons. 
eu    particulier,   quelles  sont  les  conditions  nécessaires  ei 
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suffisantes  pour  qu'un  système  de  forces  (S)  soil  équivalent 
à  un  couple  unique  ou  à  une  force  unique. 

I®  Pour  qiCan  système  soit  équiçalent  à  un  couple 
unique,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  géométrique  des 
forces  soit  nulle. 

Cette  condition  est  nécessaire,  car  dans  un  couple  la 
somme  géométrique  des  deux  forces  est  nulle;  elle  est  évi* 
demment  suffisante. 

2®  Pour  qiCun  système  de  forces  soit  équivalent  à  une 
force  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  géométrique 
des  forces  ne  soit  pas  nulle  et  que  le  moment  résultant 
soit  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  somme. 

La  condition  est  nécessaire  :  en  effet,  soit  un  système  de 
forces  (S)  équivalent  à  une  force  unique  R'.  Le  système  (S) 
a  même  somme  géométrique  et  même  moment  résultant  que 
la  seule  force  R'.  Donc,  la  somme  géométrique  OR  de  ce 
système  est  égale  et  parallèle  àR',  et  le  moment  résultant  OG 
de  ce  système  est  identique  au  mo-  ♦ 

ment  linéaire  de  R';  mais  ce  moment  '^'  ^^  ' 

linéaire  OG  est  perpendiculaire  à  R', 
c'est-à-dire  à  sa  parallèle  OR. 

La  condition  est  suffisante.  Soit 
un  système  dans  lequel  le  moment 
résultant  OG  est  perpendiculaire  à 
la  somme  géométrique  OR  :  il  faut 
montrer  que  ce  système  est  équiva- 
lent à  un  vecteur  unique*,  parallèle  à  OR.  En  effet,  considé- 
rons le  plan  II  (fig.  '43),  mené  par  O  perpendiculairement 
à  OG,  plan  qui  contient  OR;  traçons  dans  ce  plan  un  vec- 
teur R'  égal  et  parallèle  à  OR,  de  même  sens  que  OR,  de 
telle  façon  que  le  moment  linéaire  de  ce  vecteur  par  rapport 
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à  O  soit  OG.  Ce  vecteur  R'  est  à  une  distance  OA  de  O  déler- 
minée  par  la  condition 

OA.R'=OG, 

et  le  sens  de  OG  indique  de  quel  côté  de  O  il  faut  placer  H 
Dès  lors  le    système    proposé   est    équivalent    à    la    forri* 
unique  R',  car  la  somme  géométrique  de  cette  force  esl  OF 
et  son  moment  résultant  en  O  est  OG. 

On  peut  caractériser  la  ligne  d'action  de  celte  fore» 
unique  R',  équivalente  au  système,  en  disant  que  c'est  le  lieu 
des  points  V  pour  lesquels  le  moment  résultant  du  sys- 
tème est  nuL  En  effet,  le  système  donné  et  la  force  IV  ëuni 
équivalents,  leur  moment  résultant  est  le  même  pour  tou? 
point  de  l'espace;  et  pour  un  point  pris  sur  R',  le  momeDi 
de  R'  est  nul  et  réciproquement. 

Remarque.  —  Le  système  donné  est  équivalent  à  uni- 
force  OR  et  à  un  couple  d'axe  OG.  On  peut  alors  interpréter 
le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  en  disant  que,  pour  que 
l'ensemble  d'une  force  OR  et  d'un  couple  d'axe  OG  puisït 
se  réduire  à  une  force  unique,  il  faut  et  il  suffit  que  l'axe  du 
couple  soit  perpendiculaire  à  la  force;  l'ensemble  se  rëduii 
alors  à  une  force  R'  égale  et  parallèle  à  OR. 

Expressions  analytiques.  —  Pour  terminer  l'examen  dt 

ces  cas  particuliers,  voyons  quelles  sont,  au  point  de  vut 

analytique,  les  conditions  pour  qu'un  de  ces  cas  se  pn»- 

sente.  Soient 

X,  Y,  Z    et    L,  M,  N 

les  projections  sur  les  axes  de  la  somme  géométrique  ORel 
du  moment  résultant  OG  d'un  système  par  rapport  à  Tori- 
gine.  Ce  système  sera  équivalent  à  une  force  égale  à  OR  et  .i 
un  couple  d'axe  OG  : 
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1°  Il  sera  équivalent  à  un  couple  unique  si  OR  est  nul  : 

X==Y  =  Z  =  o; 

2**  Il  sera  équivalent  à  une  force  unique  R',  si,  OR  n'étant 
pas  nul, 

X«-î-Y«-hZ«>o, 

le  moment  résultant  est  perpendiculaire  à  OR  : 
(i)  LX -H  MY -h  NZ  =  o. 

La  force  unique  R'  est  alors  précisément  le  vecteur  qui  a 
pour  coordonnées  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  c'est-à-dire  le  vecteur 
qui  a  pour  projections  X,  Y,  Z  et  pour  moments  par  rapport 
aux  axes  L,  M,  N.  En  appelant  x^y^  z  les  coordonnées  d'un 
point  P  de  la  ligne  d'action  de  R',  on  devra  avoir 

L=jZ-zY, 
M  =  ^X  —  j?Z, 
N  =irY— j^X; 

ces  trois  équations  en  x^y^  z  se  réduisent  à  deux  en  vertu 
de  la  relation  (i);  elles  définissent  une  droite  qui  est  la  ligne 
d'action  de  la  force  unique  R'. 

151.  Résumé*  —  En  résumé,  on  a  le  Tableau  suivant  : 

Système  équivalent  à  deux  forces  non  si- 

«V  ««xr  ivTr>  <^  t  tuées  dans  un  même  plan:  équivalent  aussi 
LX-+-MY-+-NZ^o.  <  ,  .  ^  .  \     A     .  V 

^       ^  a  une  force  et  a  un  couple  dont  Taxe  n  est 

pas  normal  à  la  force. 

«  v«      V*       ry*  ^        \       Système  équivalent 

(  a  une  force  unique. 

î*°  X  =  Y    =  Z    =  o.  \       Système  équivalent 
L*-i- M*-h  N*  >o.  (  à   un   couple  unique. 

30  X  =  Y   =  Z    =  o.  J       Système  équivalent 
L   =M=N    =0.  (à  zéro.  Équilibre. 


LX-4-MY-4-NZ=o. 


f- 
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15S.  Premier  exemple  :  Forces  dans  un  plan.  —  Cou- 
sidérons  des  forces  situées  toutes  dans  un  même  plan  xOv: 
comme  nous  l'avons  vu  au  n°  145,  leur  somme  géométrique  OR 
est  dans  ce  plan  et  leur  moment  résultant  OG  normal  au 
plan.  Donc,  si  OR  n'est  pas  nul,  les  forces  sont  équivalente? 
à  une  force  unique  située  dans  le  plan. 

Si  OR  =  o,  elles  sont  équivalentes  à  un  couple  situé  dan^ 
le  plan. 

Si  OR  =  o,  OG  =  o,  elles  se  font  équilibre. 

Analytiquement,  on  a  comme  au  n^  145 

Z  =  o,        L  =  o,        M  =  o, 

et  par  suite 

LX  -+-  MY  -+-  NZ  =  o. 

Par  conséquent  : 

I**  Si  X^4-Y2>o,  le  système  a  une  résultante  unique 
dirigée  suivant  la  droite 

2°  SiX  =  Y=o  avec  N^o,  le  système  se  réduit  à  un 
couple; 

3"  Si  X  =  o,  Y  =  o,  N  =  o,  le  système  est  en  équilibra. 

Remarque.  —  Lorsque  N  est  nul,  les  forces  ont  une  résul- 
tante unique  passant  par  le  point  O  ou  se  font  équilibre:  m 
donc  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à  deu\ 
points  du  plan  est  nulle,  la  résultante  passe  par  ces  points, 
ou  bien  il  y  a  équilibre;  enfin,  si  cette  somme  est  nulle  pour 
trois  points  du  plan  non  en  ligne  droite,  il  y  a  nécessaire- 
ment équilibre. 

Exemples.  —  i°  Prenons  dans  le  plan  des  x^' un  polygon»* 


1 


STATIQUE.  4ll 

quelconque  et  appliquons  au  milieu  de  chacun  de  ses  côtés 
et  perpendiculairement  à  sa  direction  une  force  proportion- 
nelle à  sa  longueur  et  dirigée  vers  l'extérieur  du  polygone; 
ces  forces  se  font  équilibre.  Nous  allons  établir  géométrique- 
ment cette  proposition.  Démontrons-la  tout  d'abord  pour  un 
triangle  ABC. 

Les  trois  forces  A'(K.BC),  B'(K.AC),  C'(K.AB)  sont 
concourantes  comme  étant  perpendiculaires  aux  milieux  des 
côtés  du  triangle  ;  de  plus,  la  somme 
de  leurs  projections  sur  un  axe  quel-  ^^^-  »44. 

conque  est  évidemment  nulle;  ces 
trois  forces  se  font  donc  équilibre 
(Jig.  i44). 

Passons  maintenant  au  cas  d'un 
polygone  quelconque.  A  l'aide  de 
diagonales  issues  d'un  sommet,  par- 
tageons-le en  triangles.  Perpendicu- 
lairement aux  côtés  de  chacun  des 

triangles  ainsi  déterminés  et  en  leurs  milieux  appliquons  une 
série  de  forces  proportionnelles  à  ces  côtés  et  dirigées  vers 
l'extérieur  du  triangle  correspondant.  D'après  ce  qui  vient 
d'être  dit,  ce  système  de  forces  est  en  équilibre  :  or,  au  milieu 
de  chaque  diagonale  sont  appliquées  deux  forces  égales  et 
opposées;  on  peut  donc  les  supprimer  sans  troubler  l'équi- 
libre, et  le  polygone  reste  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
appliquées  normalement  à  ses  côtés  ;  la  proposition  est  donc 
démontrée. 

2"  Soit  donné  un  polygone  plan  ABCDE  (^/ig.  i45),  sur 
lequel  nous  déterminons  un  sens  de  circulation;  appliquons 
à  chaque  sommet  de  ce  polygone  une  force  dirigée  dans  le 
sens  du  côté  qui  y  aboutit  et  proportionnelle  à  sa  longueur. 
Si  le  polygone  est  convexe,  ces  forces  se  réduisent  à  un 
couple.  En  effet,  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur 
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un  axe  quelconque  est  nulle,  comme  égale  à  K  fois  la  proje 
tion  du  contour  fermé  âBCDëA.  De  plus,  la  somme  des  un 

Fig.  145. 


ments  par  rapport  à  un  point  quelconque   O  du  plan  «lo 
polygone  n'est  pas  nulle  ;  en  effet,  c'est 


N  =  ±  aKf  surf.  OAB  -+-  surî.  OBC  h-  . . .], 


c'est-à-dire 


N  =  ±2Ksurf.(ABCDE), 


Il  ne  peut  donc  pas  y  avoir  équilibre. 

Si  le  polygone  est  concave,  il  n'en  est  plus  de  même;  pre- 
nons, en  effet,  le  polygone  A'B'C'D';  la  somme  des  momeni* 
par  rapport  à  un  point  O  du  plan  sera,  en  ayant  égard 
leurs  signes, 

N  =±2K(surf.D'lG'— surf.B'IA'); 

il  y  aura  donc  équilibre  si  les  deux  triangles  D'IC,  B'IA 
sont  équivalents. 


153.  Deuxième  exemple:  Forces  parallèles.  Centre 
des  forces  parallèles.  —  Imaginons  un  corps  solide  soliicit 
par  des  forces  pai^allèles;  convenons  de  regarder  comme  p- 
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sitives  les  intensités  des  forces  qui  tirent  dans  un  sens  et 
comme  négatives  celles  des  forces  qui  tirent  en  sens  con- 
traire. Si  l'on  appelle  Pj,  Pa,  ...,  P,,  les  valeurs  algébriques 
des  forces  parallèles,  ces  forces  ont  une  somme  géomé- 
trique OR  qui  leur  est  parallèle  et  dont  la  valeur  algébrique  P 
est  donnée  par 

P  =  Pi-4-Pj4-...4-Pn, 

m 

OU,  sous  forme  abrégée, 

P  =  2:Pa. 

Le  moment  résultant  OG  des  forces  par  rapport  au  point  0 
est  perpendiculaire  à  la  direction  commune  de  ces  forces, 
car  le  moment  linéaire  de  chaque  force  est  perpendiculaire  à 
cette  direction.  Donc  OG  est  actuellement  perpendiculaire 
sur  OR.  On  a  donc  les  conclusions  suivantes  : 

I®  Si  SP^^o,  les  forces  sont  équivalentes  à  une  force 
unique  égale  à  P;  la  ligne  d'action  de  cette  force  est  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  le  moment  résultant  est  nul  ; 

2"  Si  SP>t=  o,  les  forces  se  réduisent  à  un  couple  d'axe  OG  ; 

3"  Si  SPa=  o,  OG  =  o,  les  forces  se  font  équilibre;  ce  cas 
a  été  examiné  en  détail  n"  146. 

1^  Deux  forces  parallèles  et  de  même  sens.  —  Soient 
d'abord  deux  forces  parallèles  et  de  même  sens;  leurs  inten- 
sités Pi  et  P2  pourront  être  regardées  comme  positives  toutes 
deux.  Ces  deux  forces  sont  équivalentes  4  tme  force  unique  P 
située  dans  leur  plan,  ayant  même  direction  et  même  sens 
qu'elles  et  égale  à  leur  somme 

P  =  PlH-P,. 

Il  faut  déterminer  la  ligne  d'action  de  cette  résultante 
(Jig.  146).  Pour  cela,  il  suffît  de  remarquer  que,  le  système 


Fig.  i46. 
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étant  équivalent  à  P,  le  montent  résultant  du  système  p^r 
rapport  à  un  point  quelconque  A,  pris  sur  P,  doit  être  égal 
à  celui  de  P,  c'est-à-dire  à  zéro.  Le  point  A  doit  donc  èln* 
entre  les  lignes  d'action  des  deux  forces  P,  et  Pj,  pour  que 

leurs  moments  linéaires  soient  de  sen^ 
contraires  ;  en  outre,  en  abaissant  de  A 
les  perpendiculaires  AA|  et  AAs  >ur 
les  deux  forces,  on  doit  avoir 

Pi.AA,=  Pj.AAj. 

En   menant   une   transversale  quel- 
conoue^  rtfwmlrMrt'  In  ^'grv^*^  d'ac^i^n 
des  iroi»  ferre?  en  des  points  B|,  B^,  B,  on  aura  de  inénie. 
en  valeur  absolue, 


Pi.BBi=  Ff.BB], 


car 


AAj  _  BBi 
VA,  -  BB," 

Ainsi  la  ligne  d'action  de  la  résultante  P  divise  une  tran>\(*r- 
sale  aux  deux  forces  en  des  segments  additifs  in%ersemeni 
proportionnels  aux  composantes. 

En  donnant  des  signes  aux  segments  déterminés  par  1^ 
trois  points  BB,  B^  sur  une  transversale,  on  peut  écrire  I" 
relation  suivante  vraie  en  grandeur  et  signe 


BBi 
BBi 


P, 


Centre  des  forces  parallèles.  —  Jusqu'ici  nous  n'avons  r<i>i 
jouer  aucun  rôle  aux  points  d'application  ni  des  composanh"? 
ni  de  la  résultante  :  la  méthode  que  nous  avons  suixie  donm* 
comme  il  doit  arriver,  la  même  résultante  quand  on  w'f 
glisser  les  composantes  P,   et  P2   le  long   de  leurs  ligc^' 
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d'action,  la  résultante  pouvant  également  être  transportée  le 
long  de  sa  ligne  d'action. 

On  arrive  à  la  notion  du  centre  des  forces  parallèles  en 
convenant  de  prendre  des  points  déterminés,  par  exemple 
les  points  C^  et  C2  pour  points  d'application  des  composantes. 
Joignons  alors  C|  C2  et  appelons  C  le  point  oà  C|  C2  coupe 
la  ligne  d'action  de  la  résultante;  ce  point  est  déterminé  par 
la  relation  (en  grandeur  et  signe) 

ce.  ___P, 

ce,  ""    p,  • 

Ce  point  particulier  C  est  le  centre  des  forces  parallèles  P< 
et  P2  appliquées  aux  points  C|  et  C2. 

Si  l'on /ait  tourner  les  deux  forces  parallèles  P<  et  P2 
autour  des  deux  points  d'application  C<  et  C2  sans  altérer 
leur  rapport,  le  point  C  reste  fixe  et  la  résultante  tourne, 
également  autour  de  ce  point. 

On  convient  de  prendre  le  pomt  C  pour  point  d'applica- 
tion de  la  résultante  P,  en  transportant  cette  résultante  au 
point  C  de  sa  ligne  d'action. 

2°  Deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraires.  —  Pre- 
nons {fig-  ^47)  comme  sens  positif  le 
sens  de  la  plus  grande  P|  ;  alors  Pi  est  ^^^'  *^"* 

positif,  P2   négatif.  Nous  supposons  la  .  f^z 

somme  ll'^P-     '  / 

P  =  Pt+P.  p/^^A.  "Vc, 

/  /  /  '*2 

différente  de  zéro,  pour  écarter  le  cas  du      '^    /b,  ""J^7 
couple.  Alors  les  deux  forces  ont  une  *». 

résultante  P  égale  à  leur  somme  géomé- 
trique située  dans  leur  plan,  dont  il  faut  déterminer  la  ligne 
<1 'action.  Cette  ligne  est  le  lieu  géométrique  des  points  A 


^^W" 
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pour  lesquels  le  moment  résultant  de  P|  et  P2  est  nul.  Eli* 
est  donc  extérieure  à  l'espace  situé  entre  les  deux  forces,  d 
du  côté  de  la  plus  grande,  de  telle  façon  qu^en  abaissant  i( 
l'un  de  ses  points  des  perpendiculaires  AA,  et  AAj  sur  I0 
deux  forces,  on  ait  pour  les  deux  produits  P, .  AA|  et  P2.AA. 
la  même  valeur  absolue.  En  menant  une  transversale  quel- 
conque rencontrant  les  lignes  d'action  des  forces  en  BB|B, 
on  aura  en  grandeur  et  en  signe, 

BB,      _P, 
BB,  -      P,  • 

Centre  des  forces  parallèles.  —  Ayant  choisi  deux  poiDi> 
déterminés  C<  et  C^  pour  points  d'application  des  comp«>- 
santés,  le  centre  des  forces  parallèles  est  un  point  CsurCiC. 
tel  que  l'on  ait,  en  grandeur  et  signe, 

ce,  -     P,  ' 

Quand  on  fait  tourner  les  composantes  autour  des  point* 
C|  et  Ca  en  les  laissant  parallèles  et  sans  changer  leur  rapport 
le  point  G  reste  fixe  et  la  résultante  P  tourne  aussi  autour  d- 
ce  point  :  nous  la  supposerons  appliquée  en  ce  point. 

3^  Deiix  forces  égales  et  opposées.  —  Si  l'on  a  deux  forer 
égales  et  opposées,  elles  forment  un  couple,  c'est-à-dire  nn 
système  qui  n'a  pas  de  résultante.  En  considérant  ce  ca« 
comme  la  limite  du  précédent,  P<  -f-  Pj  tendant  progressive- 
ment vers  zéro,  on  voit  que  le  point  G,  centre  des  forces  pa- 
rallèles, s'éloigne  indéfiniment. 

Le  même  fait  a  lieu  dans  le  cas  plus  particulier  encore  où. 
les  deux  forces  étant  égales  et  directement  opposées,  il}' 
équilibre. 

4"^  Forces  parallèles  en  nombre  quelconque  ;  centre  des 
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forces  parallèles.  —  Prenons  maintenant /i  foi^ces  parallèles 
ayant  pour  valeurs  algébriques  P|,  P^,  * . .,  P/j  et  supposons 
que  leur  somme  géométrique 

P=  PiH-P,-+-....-hP«  =  2:PA 

soit  différente  de  zéro. 

Les  forces  sont  alors  équivalentes  à  une  force  unique  égale 
à  P  qu'on  peut  déterminer  comme  il  suit. 

Supposons  les  composantes  appliquées  en  des  points  dé- 
terminés C|,  C2,  . . .,  Crt,  et  imaginons,  pour  fixer  les  idées, 
que  les  forces  Pi^  P2,  ...,  Pm  tirent  dans  un  sens,  et  les 
forces  P/w+i,  P/«+2î  . . .,  P/o  ^^  sens  contraire.  Nous  pourrons, 
d'après  ce  qui  précède,  remplacer  Pi  et  P^  par  une  force 
unique  Qi  =  P,  H-  Pj  appliquée  au  centre  D|  des  forces  pa- 
rallèles Pi  et  Pa;  puis  nous  remplacerons  les  forces  Q»  et  P3 
par  une  force 

Qi=Qi-^P»=Pi-i-Pi-^p3 

appliquée  au  centre  D2  des  forces  parallèles  Qi  et  P3  ;  el 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  remplacé  toutes  les 
forces  tirant  dans  un  sens  par  une  force  unique  P'  appliquée 
en  un  point  déterminé  G  ;  de  même,  nous  remplaccfrons  toutes 
les  forces  tirant  en  sens  contraire  par  une  force  unique  P" 
appliquée  en*  un  point  déterminé  C".  Ces  deux  forces  se  com- 
posent enfin  en  une 

F  =  |>  ^-  p-=  p,4-  P,-f-.  ..H-  P„ 

appliquée  au  centre  C  des  forces  P'  et  P'  appliquées  en  C 

el  C. 

Ce  point  final  C  est  le  centre  des  forces  parallèles 
données. 

Si  l'on  fait  tourner  ces  forces  autour  de  leurs  points  d'ap- 
A.  27 
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plication  en  les  laissant  parallèles,  sans  altérer  lears  rapport* 
mutuels,  les  forces  auxiliaires  Qi,  Qs,  ...,  P',  P'  tourna' 
autour  de  leurs  points  d'application  Di,  Dj,  . .  ,j  C\  Csu* 
que  leurs  rapports  mutuels  changent,  et,  finalement,  la  ré- 
sultante tourne  autour  du  point  C. 

Il  suffira  donc  de  déterminer  ce  point  C  pour  connaitre  L 
résultante,  puisque  sa  grandeur,  sa  direction  et  son  sens  siiii' 
connus. 

Coordonnées  du  centre  des  forces  parallèles.  —  Soient  p 
forces  parallèles  de  valeurs  algébriques  P|,  P2,  . . .,  P»  appli- 
quées aux  points  C{,  C2:i  » . . ,  C^  de  coordonnées  Xf ,  ^|,  2,. 
x^^y^i  ^2i  •  •  •)  ^ntynt  -S/j.  Nous  venons  de  voir  que  le  ccntit 
des  forces  parallèles  C  existe  tant  que  P|  4-  P2  +  •  •  •  -h  P«  e>i 
difliérent  de  zéro. 

Appelons  a?o,yo>  ^0  les  coordonnées  de  ce  point. 

Le  moment  de  la  résultante  des  forces  parallèles  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  est  égal  à  la  somme  des  moment* 
des  composantes  ;  comme  le  centre  des  forces  parallèles  e^ 
indépendant  de  la  direction  commune  des  forces,  je  les  sup- 
pose toutes  parallèles  à  O^,  Oz  étant  pris  comme  sens  po<^itit 
des  forces.  Alors  les  projections  des  forces  sur  les  axes  son: 

Xi  =  0,        Yi  =  o,        Z,  =  Pi, 

1         1        • > 

Xa-  =  o,        Y^.  =  o,        Zk  =  P*, 


et  celles  de  la  résultante 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  P. 

Ecrivons  que  le  moment  de  P  par  rapport  à  O^*  est  égal  ï 
la  somme  des  moments  des  composantes  : 
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nous  avons,  d'après  les  valeurs  particulières  ci-4essus, 


a?o  = 


Pl-hPj-h.-.-f-Pn 

ou,  sous  forme  abrégée. 


de  même,  on  trouve 


Remarque.  —  Le  centre  des  forces  parallèles  existe  tant  que 

£Pa 
est  différent  de  zéro. 

Quand  IlPk  =  o,  il  est  en  général  rejeté  à  l'infini. 
Cependant,  il  serait  indéterminé  si  l'on  avait  à  la  fois 

Dans  ce  cas  très  particulier,  les  conditions  d'équilibre  indi- 
quées au  n**  146  sont  remplies,  quels  que  soient  a,  p,  y,  c'est- 
à-dire  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  forces  :  on 
dit  alors  que  les  forces  parallèles  sont  en  équilibre  asia- 
tique. On  peut  vérifier  que  ce  cas  se  présente  quand,  SP* 
étant  nul,  le  centre  C  des  forces  parallèles  tirant  dans  un 
sens  coïncide  avec  le  centre  C"  des  forces  parallèles  tirant 
en  sens  contraire.  Les  résultantes  P'  et  P"  de  ces  deux  groupes 
de  forces  sont  alors  égales,  opposées  et  appliquées  au  même 
point.  Elles  se  font  équilibre,  quelle  que  soit  leur  direction 
commune. 

Exercice.  —  On  peut,  comme  exercice,  vérifier  ces  résul- 
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tats  par  le  calcul.  Si,  comme  au  n^  146,   on  appelle  2.  ^.* 
les  cosinus  directeurs  du  sens  positif  des  forces,  les  projr« 
tions  sur  les  axiss  de  la  somme  géométrique  OR  des  forr^ 
sont 

et  celles  du  moment  résultant  OG  par  rapport  à  l'origine 

L  =  YSP*rA-P2:Pit«it, 
M  =  aSPjt«A  -T^Pit^Jt. 
N  =  pSPA.a^A--a2Pit^A-. 

Les  forces  se  réduisent  alors  à  une  force  unique  ou  iv>nl- 
tante  parallèle  aux  forces  données,  d'intensité  P.  I^a  fip> 
d'action  de  cette  force  unique  a  pour  équations 

M  =«X  —  xZ, 
N=arY— j/'X, 

où  ^, y,  5  sont  les  coordonnées  courantes  (n°  130). 

Actuellement  ces  équations  deviennent,  d'après  les  valeur? 
particulières  de  X,  Y,  Z,  L,  M,  N, 

T(Pj^--PArA)-P(P^-SP*^;t)  =  0, 

on  peut  les  écrire 

Pa:  -  S Pa^^a^  _Pr-  ^Pkyi  _  P>s  ~  £ Pkzjt 

ou,  en  posant  x,=  ^|^,j^o=  ^ft^>  ^0=  ^f^> 

X  —  Xq  >'— ro  >5  — ^0 


a  P  Y 

Le  point  ayant  pour  coordonnées  o^o,  j^oj  ^0  ne  dépend  pâ> 
de  a,  p,  Y?  c'est-à-dire  de  la  direction  commune  des  forces-: 
il  dépend  seulement  de  leurs  points  d'application  (ar*,^*,  Zk 
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ot  des  rapports  de  leurs  grandeurs,  car  les  expressions.de  ^©j 
Voï  ^o  soiit  homogènes  et  de  degré  zéro  par  rapport  à  P«, 
l'*>.  -. .,  P/,.  La  résultante  unique  P  passe  donc  par  le  point 
fixe  (:ro,  yoj  Zo)  quels  que  soient  a,  p,  y. 

Donc,'  si,  laissant  fixes  les  points  d^application,  on  change 
la  direction  commune  des  forces  considérées  et  si  l'on  fait 
varier  ces  forces  proportionnellement,  leur  résultante  passe 
par  un  point  fixe  de  coordonnées  (^oî^o?  ^o)-  Ce  point  fixe 
«•st  le  centre  des  forces  parallèles. 

On  choisit  ordinairement  ce  point  comme  point  d'applica- 
lion  de  la  résultante,  ce  qu'on  peut  faire  en  transportant 
celle  résultante  au  point  Xq,  yo^  ^o  de  sa  direction. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  forces 
sont   dirigées  dans   le   même 
sens,  le  centre  des  forces  pa-  i^«g-  «48. 

rallèles  est  intérieur  à   toute 
surface  convexe  entourant  tous 
les    points    d'application   des 
composantes.   En  effet,   pre- 
nons pour  sens   positif  celui  > 
des  vecteurs  donnés  P|,   ...,          /    ^     ^"^ — ^  / 
P„,  pour  plan  des  xy  un  plan     ^ 
tangent  n  à  cette  surface,  et 

pour  axe  O5  une  perpendiculaire  à  ce  plan  située  du  même 
côté  que  la  surface  {Jig*  i  48).  Alors  les  z  de  tous  les  points 
(l'application  sont  positifs,  et  l'équation 

montre  que  ^o  est  également  positif.  Le  centre  des  forces 
parallèles,  se  trouvant  par  rapport  à  un  plan  tangent  quel- 
conque du  même  côté  que  la  surface,  est  situé  à  l'intérieur 
de  celle-ci» 
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154.  Moments  des  forces  parallèles  par  rapport  i  u 
plan.  -*  Un  système  de  forces  parallèles,  dont  la  résulunl^ 
générale  P  =  SP^t  n'est  pas  nulle,  est  équivalent  à  une  fortv 
résultante  unique  P  appliquée  au  centre  des  forces  paral- 
lèles, d'après  la  convention  faite  plus  haut.  Les  formules  qu- 
donnent  les  coordonnées  iPo?  JKo?  -3©  de  ce  centre  conduisent 
quand  on  les  traduit  en  langage  géométrique,  au  tfaéorèxDr 
des  moments  par  rapport  à  un  plan. 

Étant  donné  un  plan  II,  qu'on  peut  toujours  prendre  pour 
plan  j;Oy,  et  un  axe  Oz  {fig-  i49)  de  direction  arbitraire. 
on  appelle  moment  d'une  des  forces  parallèles,  par  rap- 

Fig.   149. 


port  à  ce  plan  11,  le  produit  de  la  valeur  algébrique  P* 
de  la  force,  par  la  coordonnée  Zk  de  son  ppint  d^applica- 
lion  VffZk^ 

Le  moment  ainsi  défini  est  une  quantité  positive,  négatif' 
ou  nulle,  dont  la  valeur  dépend  du  point  d'application  de  h 
force,  de  sorte  que  ce  moment  change  quand  on  la  transportt 
en.  un  point  de  sa  direction.  La  propriété  fondamentale  ré»ul- 
tant  de  cette  définition  est  la  suivante  : 

Le  moment  par  rapport  à  un  plan  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  parallèles  est  égal  à  la  somme  étlg^ 
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brique  des  moments  des  composantes,  à  condition  de 
prendre^  pour  point  d'application  de  la  résultante,  le 
centre  des  forces  parallèles. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  l'axe  Q^  perpendi- 
culaire au  plan  II;  le  ^  du  centre  des  forces  parallèles  est 
donné  par  l'équation 

où  P=:  SPa;  or  cette  équation  exprime  précisément  le  théo- 
rème que  nous  voulons  démontrer. 

Si  l'axe  Oz  est  oblique  au  plan  O,  on  prendra  un  axe 
auxiliaire  Oz'  normal  au  plan  et  faisant  avec  Oz  un  angle  a. 
Appelons  z\^  z^,  ...,  z'n^'z'^  les  coordonnées  s  des  points 
d'application  comptées  parallèlement  à  ce  nouvel  axe,  c'est- 
à-dire  normalement  au  plan  ;  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

Pi5;  =  SPAV^; 

mais  les  coordonnées  z'  et  z  sont  liées  par  les  relations  évi- 
dentes 

z\  =^ Zx  cosa        z'^  =  ^2  cosa,         . . .,         z'^  ==  z^  cosa; 

en  substituant,  on  a  la  relation  à  démontrer 

P<»o  =  2  Vk'Zk' 

Le  théorème  des  moments  est  donc  établi  dans  sa  généralité. 
En  l'appliquant  successivement  aux  trois  plans  coordonnés 
supposés  obliques,  on.  obtient,  pour  déterminer  les  coor- 
données o^o,  yo'i  ^0  du  centre  des  forces  parallèles  en  axes 
obliques,  les  mêmes  formules  qu'ai^ec  des  axes  rectangu- 
laires. 

Remarque.  —  Le  théorème  des  moments  des  forces  parai- 
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lèles  par  rapport  à  un  plan  ne  peut  s'appliquer  que  silPi<  ■ 
Lorsque  ]SPa=  o,  les  forces  sont  équivalentes  à  uncoui-l- 
ou  à  zéro.  Même  dans  ce  dernier  cas^  le  théorème  ne  p^u 
pas  s'appliquer,  car,  si  la  résultante  est  alt>rs  nulle,  le  cent 
des  forces  parallèles  est  à  Tinfini.  Il  n'y  a  d'exception  qu' 
pour  le  cas  encore  plus  particulier  où  les  forces  étant  équni- 
lentes  à  zéro  sont,  de  plus,  en  équilibre  asiatique;  alors/,. 
^01  ^0  sont  indéterminés, 

155.  Centres  de  gravité.  —  Nous  avons  déjà  défini  I' 
poids  d'un  point  matériel  :  c'est  une  force  verticale  don' 
l'intensité  p  est  égale  à  la  masse  du  point  matériel  muitiplif' 
par  l'accélération  g  due  à  la  pesanteur,  accélération  qui.  es 
un  même  lieu,  est  la  même  pour  tous  les  points  pesanU.  b 
direction  de  la  verticale  change  d'un  lieu  à  l'autre;  rob<er- 
vation  a  prouvé  que  la  valeur  de  g  varie  avec  la  latitude  •-• 
l'altitude;  mais  ces  variations  sont  insensibles  dans  Télendu' 
d'un  corps  de  dimensions  ordinaires.  Un  corps  solide  pesant 
peut  donc  être  considéré  comme  une  réunion  d'un  gnnl 
nombre  de  points  matériels  liés  entre  eux  et  sollicités  par  d^^ 
forces  verticales  parallèles  proportionnelles  à  leurs  ma^^♦'" 
La  résultante  de  ces  forces,  qui  est  égale  à  leur  somme,  rap- 
pelle le  poids  du  corps.  Le  centre  de  ces  forces  parallèle:^  >« 
nomme  spécialement  centre  de  gravité;  il  occupe  dans  \< 
corps  une  position  indépendante  de  l'orientation  de  celui-ci 
car,  lorsque  le  corps  se  déplace,  tout  se  passe,  pour  un  ob^r- 
vateur  entraîné  avec  lui,  comme  si,  le  corps  restant  immobik- 
les  forces  parallèles  tournaient  d'un  même  angle  autour  u' 
leurs  points  d'application^  ce  qui  n'altère  pas  la  position  «l« 
centre  des  forces  parallèles*  Ainsi,  le  centre  de  gravité ^^^ 
le  point  du  corps  par  lequel  passe  constamment  lepoU^ 
du  corps,  quelle  que  soit  son  orientation.  Si  donc  onfiw'' 
le  centre  de  gravité,  en  laissant  au  corps  solide  la  liberté ">' 
tourner  autour  de  ce  point,  le  corps,  soumis  uniqueincnl^ 
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Taciion  de  la  pesanteur,  resterait  en  équilibré  dans  toutes 
les  positions  qu'il  pourrait  prendre. 

lo6.  Expressions  des  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité. — .  Soient /?i|, /iî2j  •••,  m„les  masses;  P\^pi^  -"^Pn  'es 
poids  des  points  matériels  qui  constituent  un  corps  solide  ; 
(Xi^jU,  ^i)î(^2?r2î  ^2),  "",  (^/i,jK«,  ^/O'^^'^^^^^^rdonnées; 
P  et  M  le  poids  et  la  masse  du  corps.  On  aura 

Si  l'on  désigne  par  (:Co,^oi  ^q)  les  coordonnées  du  centre 
<le  gravité,  on  a,  d'après  les  formules  qui  donnent  le  centre 
<les  forces  parallèles, 

Xq   = '- =    f 

/>!  H- />l -+- .  .  . -H  ^n  Wi -h  mj -7- .  .  . -f- /Wn 

OU,  SOUS  forme  abrégée, 

^"-"S^-T^ÏT'     ^'^T^  "TUT'      ''^~"s7~"x^' 

On  voit,  d'après  ces  formules,  que  la  position  du  centre 
4le  gravité  dépend  uniquement  des  masses  des  points. 

Cette  observation  est  importante,  car  elle  permet  d'étendre 
la  notion  de  centre  de  gravité  à  des  systèmes  non  pesants. 
Même,  dans  certaines  questions  relatives  à  des  points  maté- 
riels de  masses  mi,  m^,  ...,  m„  non  invariablement  liés 
<între  eux,  il  est  utile  d'introduire  le  point  dont  les  coor- 
données a^o,  Vof  Zq  sont  définies  parles  formules  précédentes; 
ce  point  qu'Euler  proposait  d'appeler  centre  d^ inertie  con- 
tinue à  porter  le  nom  de  centre  de  gravité,  quoique  les 
considérations  qui  conduisent  à  la  notion  du  centre  de  gravité 
ne  soient  plus  applicables.  Le  centre  de  gravité  est  évidem- 
ment situé  à  l'intérieur  de  toute  surface  convexe  entourant 
les  points  considérés  (p.  421,  Remarque^, 

Lorsque  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  (if  et  G2  de 
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deux  parties  d'un  corps  et  leurs  masses  M|  et  M^,  on  en  dé- 
duit immédiatement  le  centre  de  gravité  du  corps,  car  cr 
centre  est  le  centre  des  forces  parallèles  M^  g  et  Mj^  ap- 
pliquées aux  deux  points  G|  et  G2.  D'une  manière  générale, 
lorsque  l'on  connaît  les  centres  de  gravité  G|,  Gj,  ...,  Ti. 

de  plusieurs  parties  d'un  corps  et  leurs  masses,  M|,  Mj 

M;,,  le  centre  de  gravité  du  corps  est  le  centre  des  force* 
parallèles  M|^,  M^^,  ...,  Mpg  appliquées  aux  points  G,. 
G2,  . . .,  G;,.  En  appelant  J7|,yi,  Zt,  x^t  y^^t  ^a,  . .  -^Xp^yp^^f 
les  coordonnées  des  centres  de  gravité  de  ces  diverses  parties, 
on  aura  pour  les  coordonnées  ^oîJ^oî  ^^  du  centre  de  gra\it(- 
du  corps 

Quand  on  veut  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  corp> 
solide  de  forme  donnée,  par  exemple  d'une  masse  de  mëul. 
on  doit  appliquer  les  formules  précédentes  à  un  corps  forme 
d'un  nombre  extrêmement  grand  de  points  matériels  sitiiê> 
à  des  distances  mutuelles  extrêmement  petites.  On  tourne  la 
difficulté  en  regardant  le  corps  comme  continu,  ce  qui  n'est 
pas  conforme  à  la  réalité,  mais  fournit  une  approximation 
très  suffisante  pour  les  applications.  On  supposera  le  corp^ 
divisé  en  parties  infiniment  petites,  en  petits  cubes  pr 
exemple,  et  l'on  appliquera  les  formules  précédentes. 

Lorsqu'un  corps  a  une  épaisseur  très  petite  par  rapport  » 
ses  autres  dimensions,  on  assimile  le  corps  à  une  surface: 
telle  est,  par  exemple,  une  feuille  de  papier  ou  de  métal  irè? 
mince.  De  même,  il  est  des  cas  où  l'on  peut  considérer  un 
corps  comme  réduit  à  une  ligne  :  tel  est  le  cas  d'un  fil  loug 
et  fin. 

157.  Théorèmes  relatifs  aux  centres  de  gravité: 

I  "*  liOrsqu'un  système  matériel  admet  un  centre  de  wpakr 
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trie,  son  cantre  de  gravité  se  conf ondavec  le  centre  de  S3miétrie. 
—  Eln  effet,  le  système  tout  entier  peut  être  partagé  en  éléments 
matériels  très  petits  deux  à  deux  symétriques  et  de  même 
masse;  la  droite  qui  joint  deux  d'entre  eux  passe  par  le  centre 
de  symétrie  qui  est  son  milieu  ;  par  conséquent  la  résultante 
des  forces  égales  et  parallèles  appliquées  aux  extrémités  de 
cette  droite  passe  aussi  par  son  milieu  ;  comme  il  en  est  de 
même  de  toutes  les  résultantes  semblablemenl  obtenues,  la 
résultante  totale  passe  par  le  centre  de  symétrie. 

2°  Lorsqu'ui  système  matériel  plan  admet  un  diamètre  recti- 
ligne  conjugué  d'une  direction  de  cordes» 
le  centre  de  gravité  du  système  est  sur  ce  ^*S-  >^<)« 

diamètre.  —  On  dit  qu'un  système  plan 
admet  un  diamètre  D  conjugué  d'une 
direction  de  cordes  D',  quand  on  peut  le 
diviser  en  couples  d'éléments  matériels 
A  et  B,   tels  que  A   ait   même   masse 
que  B,  que  les  cordes  AB  soient  paral- 
lèles à  la  direction  D'  et  que   leurs  milieux  soient  sur  la 
droite  D  (^fig*  i5o).  Dans  ces  conditions,  le  centre  de  gra- 
vité de  chaque  couple  d'éléments  A  et  B  est  sur  la  droite  D  ; 
le  centre  de  gravité  du  système  total  s'y  trouve  également. 

3^  Lorsqu'un  système  matériel  admet  un  plan  diamétral 
conjugué  d'une  certaine  direction  de  cordes,  le  centre  de  gra- 
vité du  système  est  dans  ce  plan.  —  On  dit  qu'un  système 
matériel  admet  un  plan  diamétral  P  conjugué  d'une  direction 
de  cordes  D',  quand  on  peut  le  diviser  en  couples  d'éléments 
matériels  A  et  B  de  même  masse,  tels  que  toutes  les  cordes  AB 
soient  parallèles  à  la  direction  D'  et  que  leurs  milieux  soient 
clans  le  plan  P.  Dans  ces  conditions,  le  centre  de  gravité  de 
chaque  couple  d'éléments  A  et  B  est  dans  le  plan  P  et  le 
centre  de  gravité  de  tout  le  système  s'y  trouve  également. 


4'i8  COURS  DE   MÉCANIQUE. 

158.  Centres  de  gravité  des  lignes  planes.  —  Nous  con- 
sidérons exclusivement  des  lignes  homogènes.  Une  llgn«* 
matérielle  est  dite  homogène  quand  la  masse  d^une  portion 
quelconque  de  cette  ligne  est  proportionnelle  à  sa  lonjpieur. 

Segment  de  droite.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  segment 
de  droite  est  en  son  milieu  qui  est  un  centre  de  symétrie. 

Circonférence  de  cercle.  —  Le  centre  de  gravité  d'une  rir* 
conférence  est  en  son  centre. 


Flg.  i5i. 


Contour  d'un  triangle.  —  Chaque  côté  a  un  poids  propor- 
tionnel à  sa  longueur  et  appliqua 
en  son  milieu  ;  aux  points  N  el  P. 
milieux  de  AG  et  AB  en  particu- 
lier, sont  donc  appliquées  des  force> 
•  parallèles,  de  même  sens,  respec- 
tivement proportionnelles  à  AC  «"t 
àAB(/^.  i5.). 

Soit  H  le  point  d'application  i^ 
la  résultante  de  ces  deux  forces,  on  doit  avoir 


HN 
HP 


AB 


et,  comme  MN  et  MP  sont  les  moitiés  de  AB  et  de  AC,  on  a 


HN 
HP 


MN 
MP 


ce  qui  montre  que  le  point  A  est  le  pied  de  la  bissectrice  in- 
térieure de  l'angle  M  du  triangle  MNP;  le  centre  de  gra^it»^ 
cherché  est  donc  sur  la  bissectrice  MH;  il  est  de  même 
sur  les  deux  autres  bissectrices  du  même  triangle  et?  ^^ 
suite,  à  leur  point  de  rencontre,  c'est-à-dire  au  centre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  MNP,  formé  en  joignant  !<*> 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC. 
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159.  Centres  de  gravité  des  aires  planes.  —  Nous  con- 
sidérerons exclusivement  des  aires  homogènes,  c'est-à-dire 
telles  que  la  masse  d'une  portion  quelconque  de  l'aire  soit 
proportionnelle  à  son  étendue. 

Cercle.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  cercle  est  en  son 
centre,  qui  est  un  centre  de  symétrie. 

Parallélogramme.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  parallélo- 
gramme est  en  son  centre,  qui  est  un  centre  de  symétrie. 

•  •  •  » 

Triangle.  —  Chaque  médiane  est  un  diamètre  conjugué 
par  rapport  aux  cordes  parallèles  au  côté  correspondant. 
Chacune  d'elles,  AA'  par  exemple  (Jig'  132),  divise,  en 
effet,  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  BC. 
Le  centre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle  se  trouve  donc  au 
point  de  rencontre  des  médianes;  joignons  A'B',  cette  droite 
est  parallèle  à  AB  et  égale  à  sa  moitié; 
la  considération  des  triangles  semblables 
ABG,  A'B'G  montre  donc  que  l'on  a 

• 

AG         AB 

=  a. 


A' G       A'B' 

Le  centre  de  gravité  est  donc  aux  |  de 
la  médiane  à  partir  du  sommet. 

On  montrera  à  titre  d'exercice  que 
le  poids  total  P  d'un  triangle  est  la  résultante  de  trois  poids 
égaux  à  -J  P  appliqués  aux  trois  sommets. 

Trapèze.  —  Soit  ABCD  un  trapèze  {Jîg*  '53);  son  centre 
de  gravité  se  trouve  sur  la  droite  EF  qui  joint  les  milieux  de 
ses  bases,  cette  droite  étant  un  diamètre  pour  les  droites 
parallèles  aux  bases  AB  et  CD. 

Traçons  la  diagonale  AD,  les  deux  triangles  ACD  et  ABD 
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ont  leurs  centres  de  gravité  en  g^  el  g^  sur  les  médiaiies  Aï 
et  DE.  Le  centre  de  gravité  G  est  donc  au  point  de  renctnlP 
des  droites  g^  g^  et  EF.  Aux  points  g^  et  g-^  sont  applîq«éf!> 


des  forces  proportinnnriW  aiiai.  aÎBa&.  dA&  triangles  ACD 
ef  ABU,  et  par  suite  à  leurs  bases  CD  et  AB,  puisqu^s  ont 
même  hauteur. 

Le  point  G  est  donc  déterminé  sur  la  droite  g%g^  par  If 

rapport 

£iG_  AB 

Désignons  par  x  t\,  y  les  distances  de  G  à  AB  et  à  CD  el 
leur  somme  x  -\-y  par  h  et  appliquons  le  théorème  des  mo- 
ments par  rapport  à  deux  plans  passant  par  AB  et  par  CD 
et  perpendiculaires  au  plan  du  trapèze;  on  a,  en  appelant  h 
et  B  les  bases, 

d'où 


X  !3lB  -f-  O 


'2 


y       B-+-26        B 

2 


Ce  qui  montre  que,  si  Ton  porte  à  gauche  de  A  une  lon- 
gueur AM  =  B  et  à  droite  de  D  une  longueur  DN  =  é,  la 
droite  MN  passe  par  le  point  G. 
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Quadrilatère.  —  SoitABCD  un  quadrilatère  (^fig^  1^4)9  ^^ 
diagonale  BD  détermine  deux  triangles  dont  les  centres  de 
gravité  g\ ,  g^  sont  sur  les  médianes  AI  et 
CI  aux  I  à  partir  des  sommets.  Les  poids  *^'  '  **' 

appliqués  en  gx  et  g%  sont  proportionnels 
aux  aires  de  ces  triangles  et,  comme  ils 
ont  même  base,  ces  poids  sont  propor-- 
tionnels  à  AE  et  CE.  Le  centre  de  gra- 
vité G  est  défini  par  le  rapport 

£jG^  CE 
g%^      AE' 

U  suffit  donc  de  prendre  GF  =  AE  et 
de  joindre  IF  pour  avoir  le  point   G.   Il  suffit  même  de 
remarquer  que  G  est  au  tiers  de  IF  pour  avoir  une  construc- 
tion plus  simple. 

Polygone.  —  Il  faut  décomposer  le  polygone  en  triangles, 
appliquer  au  centre  de  gravité  de  chaque  triangle  une  force 
de  direction  constante  proportionnelle  à  Taire  du  triangle  et 
chercher  le  centre  de  ces  forces  parallèles. 

160.  Centres  de  gravité  des  volumes.  —  Nous  consi- 
dérerons encore  des  volumes  homogènes^  c'est-à-dire  tels 
que  la  masse  d'une  portion  quelconque  du  volume  soit  pro- 
portionnelle à  son  étendue. 

Parallélépipède.  —  Le  centre  de  gravité  est  au  centre  du 
parallélépipède  qui  est  un  centre  de  symétrie. 

Sphère.  —  Le  centre  de  gravité  est  au  centre  de  la  sphère. 

Prisme  triangulaire.  —  Le  prisme  triangulaire  a  quatre 
plans  diamétraux,  à  l'intersection  desquels  se  trouve   son 


Fig.  i55. 
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centre  de  gravité  :  i**  le  plan  de  la  section  moyenne  pas>aji: 
par  les  milieux  a,  b^  c  des  arêtes,  qui  est  un  plan  diamètre- 

pour  toute  droite  parallèle  aux  arêtes:  2'!^ 
trois  plans  qui  passent  par  une  arélc  et  pari 
médiane  correspondante  du  triangle  de  base. 
AA'MM'  est  l'un  d'eux  {^ff-  >55),  ileslplan 
diamétral  pour  toutes  les  droites  paralltlt* 
à  BC. 

Le  centre  de  gravité  G  est  donc  sur  I  in- 
tersection de  deux  de  ces  plans,  cVsl-à-Jirr 
sur  la  ligne  gg'  qui  joint  les  centres  de  gra- 
vité des  bases  ;  comme  il  est  dans  le  plan  «/" 
on  voit  que  :  le  centre  de  gravité  d'un  pri^ni' 
triangulaire  est  au  milieu  de  ta  droite  qui  joint  les  cenlrt* 
de  gravité  des  deux  bases  :  il  coïncide  avec  le  centrf  'Ir 
gravité  de  la  section  moyenne. 


Prisme  polygonal.  —  On  décompose  le  prisme  en  prisnK^ 
triangulaires  au  moyen  de  plans  menés  par  ses  arêtes  latr- 
rales  ;  les  centres  de  gravité  de  ces  prismes  coïncident  a^-** 
les  centres  de  gravité  des  triangles  en  lesquels  est  décompo*é^ 
la  section  moyenne  et,  par  conséquent,  le  centre  de  granit» 
du  prisme  polygonal  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  »< 
section  moyenne. 

■ 

Tétraèdre.  —  Tout  plan  qui  passe  par  une  arêteelieroili»'" 
de  l'arête  opposée  est  un  plan  diamétral  relativement  aui 
cordes  parallèles  à  celte  dernière  arête  et  renferme  le  centn 
de  gravité;  le  tétraèdre  comporte  autant  de  plans  diamélraui 
de  cette  espèce  que  d'arêtes,  c'est-à-dire  six. 

Soient  ABE  et  ADF  deux  de  ces  plans  ;  ils  se  coup^^' 
suivant  la  droite  A^,  g  étant  le  centre  de  gravité  de  la  fa^'' 
BCD.  Dans  le  troisième  plan  BCH,  la  droite  FH  coupe  A: 
au  centre  de  gravité  G  (Jig'  i56). 


i 
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Menons  HA  parallèle  à  Gg;  k  est  le  milieu  de  ^D;  les 
points  h  el  g  partagent  donc  la  droite  FD  en  trois  parties 
«égales.  Il  en  résulte  que  G^est  la  moitié  de  HA,  qui  est  lui- 
même  la  moitié  de  \g;  donc  le  centre  de  gravité  d'un 
tétraèdre  e^l  situé  au  quart,  à  partird'une 
face,  delà droitequijointlecentredegra-  ^'8-  '^^■ 

vite  de  celte  facç  au  sommet  opposé. 

Le  point  G  étant  le  milieu  de  FH,  le 
centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  est  au 
milieu  de  l'une  des  droites  qui  joint  les 
milieux  de  deux  arêtes  opposées.  b( 

U  résulte  encore  du  premier  énoncé 
que   le   centre   de   gravité   du    tétraèdre 
coïncide  avec   le   centre   de   gravité   du 
triangle,  suivant  lequel  il  est  coupé  par  un  plan  mené  paral- 
lèlement à  une  face  et  à  une  distance  égale  au  quart  de  la 
hauteur  correspondant  à  celte  face  prise  pour  base. 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  le  poids  P  d'un  tétraèdre  est 
la  résultante  de  quatre  poids  égaux  à  jP  appliqués  aux  quatre 
sommets. 

Pyramide.  —  On  décompose  la  pyramide  en  tétraèdres  au 
moyen  de  plans  menés  par  ses  arêtes  latérales;  le  centre  de 
gravité  de  la  pyramide  coïncide  avec  celui  du  polygone  sui- 
vant lequel  elle  est  coupée  par  un  pian  mené  parallèlement 
à  sa  base  el  à  une  dislance  égale  au  quart  de  la  hauleur  de 
la  pyramide;  le  centre  de  gravité  est  donc  au  quart,  à  partir 
de  la  base,  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de 
gravité  du  polygone  de  base. 
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III.  —  ÉQUILIBRE  DES  SOLIDES  NON  LIBRES. 


(iif 


161 .  Méthode.  —  La  méthode  géaérale  que  nous  empl 
rons  consiste  à  regarder  les  corps  comme  libres,  en  introdui- 
sant comme  inconnues  auxiliaires  les  réactions  provenant  (ir* 
liaisons  qui  leur  sont  imposées,  réactions  ,<}ue  Ton  nomrn 
forces  de  liaisons. 


162.  Corps  ayant  un  point  fixe.  —  Imaginons  un  soU 
avant  un  point  O  fixe,  autour  duquel  il  peut  tourner  libr- 

ment.    Désignons  par  K 
'"'S-  '^>  Fj,   ...,  F«  les  force>  .ji. 

agissent  sur  ce  solide,  l  n  i' 
corps  est  ce  qu'on  peut  j| 
peler  levier  dans  le  ><^n^  ' 
plus  général  du  mot.  ^■''■' 
cherchons  donc  les  codî'- 
tions  d'équili  brc  d'un  ^wV- 
Le  corps  solide  exertf  -\>' 
le  point  fixe  une  pre>>ion  f 
i.fiff'  ''^7)î  ^^  vertu  du  principe  de  Tégalité  de  Faction tl^ 
la  réaction,  le  point  fixe  exerce  sur  le  corps  une  réaction  ^' 
égale  et  directement  opposée  à  R,  de   sorte  que  le  r<»rp 
solide  peut  être  considéré  comme  libre  sous    l'action  u»- 
forces  F|,  Fa,  . . .,  F,/,  Q.  Si  le  corps  est  en  équilibre,  «  f* 
que  les  n  premières  forces  ont  une  résultante  unique,  éi:^" 
et  directement  opposée  à  Q  ;  la  condition  d'équilibrées!  d"^ 
que  les  forces  données  aient  une  résultante  unique  pa^^^* 
par  le  pointfixe.    Cette  condition  est  suffisante,  car,  si  ''^ 
remplace  les  forces  appliquées  au  corps  par  cette  résullanî' 
celle-ci  est  détruite  par  la  résistance  du  point  fixe  qui  J''^' 
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loppe  une  réaction  égale  et  directement  opposée.  Dans  ce 
raisonnement,  on  admet  que  la  résultante  ne  dépasse  pas  en 
grandeur  la  limite  de  la  résistance  du  corps  dont  le  point 
fixe  fait  partie. 

Nous  pouvons  retrouver  analjtiquement  ces  résultats; 
prenons  des  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  O;  dési- 
gnons par  X|  Y,  Z,  L,  M,  N  les  projections  de  la  somme 
géométrique  et  du  moment  résultant  par  rapport  à  Torigine 
des  forces  F  appliquées  au  corps  solide,  et  par  X',  Y',  II  les 
projections  de  la  réaction  Q  du  point  fixe;  les  conditions 
d'équilibre  seront 


(I) 

X-hX'=o, 

Y-4-r=o, 

Z-hZ'=o, 

{^) 

L  =  0, 

M  =  o, 

N=o, 

car  les  moments  de  Q  par  rapport  aux  axes  sont  nuls.  Les 
équations  (2),  ne  contenant  pas  la  réaction,  sont  les  condi- 
tions nécessaires  de  l'équilibre;  elles  expriment  d'ailleurs 
que  les  forces  F  appliquées  au  corps  se  réduisent  à  une  force 
unique  passant  par  l'origine.  Les  équations  (1)  montrent 
alors  que  la  réaction  (X',  Y',  Z')  est  égale  et  opposée  à  cette 
résultante  (X,  Y,  Z),  qui  n'est  donc  autre  que  la  pression 
sur  le  point  fixe. 

Prenons  le  cas  particulier  d'un  levier  soumis  à  deux  forces 
seulement  F^ ,  Fj  ;  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  forces  soient  tenues  en  équilibre  par  la  réaction  du 
point  O.  Les  forces  F|,  F2,  et  cette  réaction  devant  se  faire 
équilibre,  il  faut  que  F|,  F2  soient  dans  un  même  plan 
avec  O  et  que  la  somme  des  moments  des  forces  F| ,  Fj  par 
rapport  à  O  soit  nulle;  c'est  la  condition  élémentaire  de 
l'équilibre  du  levier  que  nous  étudions  plus  loin. 

163.  Corps  ayant  un  axe  fixe.  —  Soient  F|,  Fa, . . .,  F« 

les  forces  qui  agissent  sur  un  corps  solide  mobile  autour  d'un 
axe  fixe  O^;  celui-ci  exercera  sur  les  divers  points  de  l'axe 
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des  pressions  P',  P"',  F",  . . .,  et  l'axe  exercera  à  son  tour  sur 

le  corps  des  réactions  Q',  Q",  Q'", Le  corps  pourra  èirr 

considéré  comme  libre,  sous  l'action  des  forces  F| ,  Fj, ...,  F, 

Q',  Q", Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut,  en  particulier. 

que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces,  par  rapp'ir 
à  l'axe  fixe,  soit  nulle.  Et  comme  les  moments  des  réactionsQ 
Q''^,  . . .  sont  nuls,  il  faut  que  l'on  ait 

N  =  o. 

C'est  une  condition  nécessaire  de  l'équilibre.  Elle  est  suffi- 
sante; en  effet,  si  elle  est  remplie,  les  forces  se  réduiseni« 
une  résultante  OR,  qui  est  détruite  par  la  résistance  de  lae, 
et  à  un  couple  dont  l'axe  OG  est  perpendiculaire  à  0; 
puisque  N  est  nul.  On  peut  faire  tourner  ce  couple  dansfon 
plan,  de  façon  que  son  bras  de  levier  coïncide  avec  laie: 
alors  les  forces  çç'  qui  le  constituent,  étant  appliquées  n 
des  points  de  l'axe,  sont  détruites  par  sa  résistance;  Iccorp- 
est  donc  bien  en  équilibre.  Nous  examinerons  en  déuiU 
propos  du  treuil,  le  cas  où  le  corps  est  sollicité  par  deuï 
forces. 

Réactions.  —  Calculons  maintenant  les  réactions  de  Taie 
On  peut  toujours  admettre  que  la  fixité  de  l'axe  a  éléoblena^ 
en  fixant  deux  de  ses  points,  O,  O'.  Ces  points  eierceroni 
sur  le  solide  des  réactions  Q',  Q'''.  Prenons  le  point  0  fouj 
origine.  Désignons  parX,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  mêmes  ëlémeni» 
que  précédemment,  et  par  X',  Y',  Z',  X",  Y\  Z'  les  pr«- 
jections  des  réactions  Q',  Q".  Soit  h  la  distance  00'.  N^^"' 
aurons  les  conditions  d'équilibre  {Jig'  i58) 

X-hX'-+-X'=o,        Y-hY'H-Y'=o,        Z-i-Z'-hZ'=o: 
L  — /iY''=o,  M-hAX''=o,  N  =  o. 

La  dernière  de  ces  équations  est  indépendante  des  rêar- 
tions  ;   c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  1  éqai- 
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libre.  Les  deux  équations  précédentes  donnent  X^  et  Y^. 
Portant  alors  dans  les  deux  premières,  on  calcule  X'  et  Y'; 
mais  T!  et  Ta  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition  unique 

Z-+-Z'-+-Z'=o, 

et  il  est  impossible  de  calculer  complètement  les  réactions 
par  les  considérations  développées  précédemment. 

Au  point  de  vue  physique,  les  réactions  de  Taxe  sont  cepen- 
dant bien  déterminées  ;  mais  les  solides  naturels  ne  possèdent 
pas   les   propriétés  que  l'on  suppose  aux  corps  solides  en 

Mécanique  rationnelle  :  ils  sont  défor- 

VI  1  j^r  •  ■  Fig.  i58. 

mables   et  leur   déformation  met  en 

jeu  des  forces  élastiques;  en  tenant 
compte  de  ces  forces,  on  peut  calculer 
approximativement  les  réactions. 

Au  point  de  vue  purement  rationnel, 
la  difficulté  vient  de  ce  qu'en  fixant 
deux  points  on  a  introduit  des  liaisons 
surabondantes.  En  effet,  pour  assu- 
jettir un  solide  à  tourner  autour  d'un 
axe  fixe  O^,  il  suffirait  de  fixer  un  de  ses  points  O  et  d'assu- 
jettir un  second  de  ses  points  O'  à  glisser  sans  frottement 
sur  la  droite  fixe  O;;.  Dans  ces  conditions,  Q"  serait  normal 
à  O^;  on  aurait  Z"=  o  et  toutes  les  réactions  seraient  déter- 
minées. 

164.  Corps  pouvant  tourner  autour  d'un  axe  et  glisser 
le  long  de  cet  axe.  —  Imaginons  un  corps  solide  pouvant 
tourner  autour  d'un  axe  fixe  z'  z  et  en  même  temps  glisser  le 
long  de  cet  axe,  comme  il  arriverait,  par  exemple,  pour  un 
solide  traversé  d'un  canal  rectiligne  ayant  la  forme  d'un 
cylindre  de  révolution  dans  lequel  passerait  une  tige  rigide 
fixe  de  même  forme  d'axe  z' z. 

Admettons   que  les   parois  du  canal  et  celles  de  la  tige 
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soient  parfaitement  polies  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ail  pas  df 
frottement,  et  cherchons  les  conditions  d'équilibre  du  corp* 
sous  l'action  de  forces  données  F|,  F2,  . . .,  F«.  La  ûgefiif 
exerce  sur  le  corps  des  réactions  Q',  Q^,  . . .,  qui  sont  nor- 
males à  la  surface  de  la  tige  et  qui,  par  suite,  renconlren 
l'axe  z'  z  k  angle  droit.  Le  corps  pourra  être  considéré  comnif 
libre  sous  l'action  des  forces  F|,  Fj,  ...,  Fu  et  des  réâ(- 
tions  Q',  Q"',  . . .;  sur  les  six  équations  d'équilibre  deuxsoni 
indépendantes  des  réactions,  à  savoir  celles  qui  exprimeiii 
que  la  somme  des  projections  des  forces  sur  z'z  et  la  somiii'' 
de  leurs  moments  par  rapport  à  z'z  sont  nulles.  On  a  ain^i 
les  deux  conditions  nécessaires  de  l'équilibre 


Z  =  o, 


N  =T). 


Ces  conditions  sont  suffisantes,  car,  si  elles  sont  remphV. 
on  peut  réduire  les  forces  données  F|,  Fj,  . . .,  F«  à  deux  F 
et  F''  rencontrant  normalement  z^z  :  ces  deux  forces  seront 
détruites  par  la  résistance  de  l'axe. 


165.  Corps  s'appuyant  sur  un  plan  fixe  : 


Fig.  159. 


1°  Cas  d'un  seul  point  d'appui.  —  Considérons  d'abord  !< 

cas  où  le  corps  ne  s'appuie  qu»* 
par  un  point  sur  le  plan  fixe:!*' 
plan  exerce  sur  le  corps  une  réac- 
tion normale,  si  nous  supposons 
que  le  corps  peut  glisser  sans  frot- 
tement. Le  corps  peut  être  consi- 
déré comme  libre,  mais  soumi* 
aux  forces  F| ,  Fj, . . . ,  F«,  qui  agis- 
sent directement  sur  lui,  et  à  cell' 
réaction  Q.  Pour  que  le  corp^ 
soit  en  équilibre,  il  faut  que  ^ 
forces  F  aient  une  résultante  unique  égale  et  direclenieni 
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opposée  à  Q  {fig'  '^9)?  c'esL-à-dire  que  les  forces  données 
aient  une  résultante  passant  par  le  point  d^appui,  normale  au 
plan  et  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  sur  le  plan.  Ces 
conditions  sont  évidemment  suffisantes,  car,  lorsqu'elles  sont 
remplies,  la  résultante  ne  peut  déterminer  aucun  glissement 
et  est  détruite  par  la  fixité  du  plan  qui  développe  une  réaction 
égale  et  opposée  Q.  Il  serait  aisé  de  retrouver  analytique- 
ment  ces  résultats. 


Fig.  160. 


1 


1 


2^  Cas  de  plusieurs  points  d'appui  en  ligne  droite.  — 
Admettons  que  le  corps  s'appuie  sur  le  plan  fixe  xOy  par  des 
points  A|,  A2,  .. .,  A^  de  la  droite  Ox,  En  tous  ces  points, 
le  plan  exerce  des  réactions  normalesQi,  Q2,  . . .,  Q;,,  toutes 
dirigées  dans  le  même  sens 
{fig*  160).  Ces  forces  ont  une 
résultante  Q  normale  au  plan, 
dirigée  dans  le  même  sens,  et 
dont  le  point  d'application 
tombe  sur  Ox  entre  les  points 
extrêmes  A|,  A^,. 

Pour  que  l'équilibre  ait  lieu, 
il  faut  que  les  forces  données 

fassent  équilibre  aux  réactions  du  plan,  c'est-à-dire  qu'elles 
aient  une  résultante  unique,  normale  au  plan,  dirigée  de 
façon  à  appliquer  le  corps  sur  le  plan,  et  dont  le  prolonge- 
ment rencontre  Ox  en  un  point  situé  entre  A|  et  A^.  Ces 
conditions  nécessaires  sont  suffisantes,  car  cette  résultante 
peut  alors  être  décomposée  en  deux  autres,  normales  au  plan 
et  appliquées  en  deux  points  d'appui  ;  ces  forces  seront  dé- 
truites par  la  résistance  du  plan. 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  conditions,  nous  pren- 
drons pour  axe  des  x  la  droite  Ox^  l'axe  des  z  normal  au  plan 
et  situé  du  même  côté  que  le  corps  par  rapport  à  ce  plan. 
Toutes  les  réactions  Qi,  Q2,  . ..,  Q^  sont  alors  positives  ou 
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nulles.  Les  équations  d'équilibre  sont 

X  =  o,        Y  =  o,        Z-f-Q|4-Q|-H...-H  Qp=  o; 
L  =  o,        M  —  «iQ, —  «sQj — ... —  apQp  =  o,         N  =  o, 

en  désignant  par  ai,  a2,  ...,  ap  les  abscisses  des  points  d^af>- 
puî.  Quatre  de  ces  équations  X  =  o,  Y  =  o,  L  =  o,  N  =  i:. 
qui  sont  indépendantes  des  réactions,  expriment  des  condi- 
tions nécessaires  d'équilibre;  elles  montrent  qne  les  forco 
données  doivent  avoir  une  résultante  unique  normale  auplac 
des  xyei  rencontrant  l'axd  des  x.  La  troisième  équation  noo? 
montre  que  Z  doit  être  négatif,  c'est-à-dire  que  la  résullanu 
doit  être  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  sur  le  plan. 
Soitx  l'abscisse  du  point  où  la  résultante  rencontre  Ox.  Son 
moment  par  rapport  à  Oy  sera  M:=  —  xZ;  on  de>Ta  dont 
avoir 

xZ  -h  ai  Qi  -+-  ai  Qi -f- . . . -I-  a^ Qp  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  remplaçant  Z  par  sa  valeur, 

_  ai  Qi  H-  a^ Q<  -+- . . .  -4-  gp  Qp 
^""        Qi-*-Qi-h...-+-Qp 

et  cette  quantité  est,  comme  on  sait,  comprise  entre  les  deux 
valeurs  extrêmes  «i  et  a^,  car  les  quantités  Qi,  Qj,  ...?  Q^ 
sont  positives;  le  prolongement  de  la  résultante  rencontre 
donc  Ox  entre  les  points  d'appui  extrêmes. 

Les  réactions  du  plan  doivent  maintenant  vérifier  les  deui 
équations 

Z-+-      Qi-+-      Qi-h...-4-      Qp  =  o. 
M  —  ai  Qi  —  ai  Qi  — ...  —  ap  Qp  =i=  o. 

S'il  n'y  a  que  deux  points  d'appui,  elles  donnent  les  deui 
réactions.  S'il  y  a  plus  de  deux  points  d'appui,  les  rëacliom 
ne  sont  pas  déterminées  par  ces  deux  relations.  On  les  déter- 
minerait en  introduisant  des  considérations  d'élasticité. 
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3°  Cas  général.  —  Supposons  que  le  corps  solide  repose 
sur  le  plan  fixe  par  une  série  de  points  A,,  Aj,  . . .,  A^  non 
en  ligne  droite.  Le  plan  exerce  des  réactions  normales  Qi, 
Q2,  . . .,  Qp,  qui  ont  une  résultante  unique  Q,  car  elles  sont 
toutes  dirigées  dans  le  même  sens  et,  d'après  ce  que  Ton  a  vu 
sur  la  composition  des  forces  parallèles,  le  point  où  cette 
résultante  perce  le  [plan  est  situé  à  l'intérieur  de  tout  poly- 
gone convexe  qui  renferme  tous  les  points  d'appui  ;  en  par- 
ticulier, il  est  à  l'intérieur  du  polygone  de  sustentation, 
polygone  convexe  dont  les  sommets  sont  des  points  d'appui 
et  qui  renferme  tous  les  autres  points  d'appui  dans  son  inté- 
rieur ou  sur  son  périmètre.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut 
que  les  forces  données  fassent  équilibre  à  la  résultante  Q  ;  il 
faut  donc  que  les  forces  F  aient  une  résultante  unique  nor- 
male au  plan,  dirigée  de  façon  à  appliquer  le  corps  sur  le 
plan  et  qui  le  traverse  à  l'intérieur  du  polygone  de  sustenta- 
tion. Ces  conditions  sont  suffisantes,  car,  dans  ces  hypo- 
thèses, on  pourra  toujours  décomposer  cette  résultante  en 
trois  forces  normales  au  plan  et  appliquées  à  trois  des  points 
d'appui,  forces  qui  seront  détruites  par  la  résistance  du  plan. 

Prenons,  comme  plus  haut,  le  plan  fixe  pour  plan  des  xy] 
le  corps  pouvant  être  considéré  comme  libre,  mais  soumis  à 
l'action  des  forces  F| ,  Fj,  . . .,  F,,,  Q< ,  Q2,  . . .,  Q^,  les  condi- 
tions d'équilibre  seront,  en  désignant  par  ai,  64,  <22>  ^2?  ••• 
les  coordonnées  des  points  d'appui, 

(i)  X=o,        Y  =  o,        N=o; 

IZ-f-      Qi-h      Qs-h.  ..-h      Q;,=  o, 
M  — aiQi  — aiQj— ...— apQ;,=  o. 

Les  équations  (1),  étant  indépendantes  des  réactions,  ex- 
priment une  condition  nécessaire  d'équilibre  :  c'est  que  les 
forces  données  aient  une  résultante  unique  normale  au  plan; 
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en  effet,  la  quantité  LX -f- MY  +  NZ  est  nulle,  el  Ton  d- 
peut  avoir  Z  =  o,  sans  quoi  toutes  les  réactions  seraifu: 
nulles,  puisqu'elles  ne  peuvent  être  que  positives  ou  null»^ 
Dans  ce  cas  particulier,  où  toutes  les  réactions  seraient  nulh-^. 
Z,  L  et  M  seraient  nuls,  il  y  aurait  équilibre  entre  les  foro<' 
directement  appliquées.  En  écartant  ce  cas  d'équilibre  eu- 
dent,  on  voit  que  les  forces  F|,  ...,  F,,  doivent  avoir  un» 
résultante  normale  au  plan;  il  faut,  en  outre,  que  Z  >iM<' 
négatif,  comme  il  résulte  de  la  première  des  équations  (2;: 
il  faut  enfin  que  la  résultante  unique  perce  le  plan  des  xr  ^ 
l'intérieur  du  polygone  de  sustentation  :  pour  le  voir,  il 
suffit  de  calculer  les  coordonnées  œ  et  y  du  point  où  ceUi 
résultante  perce  le  plan  à  l'aide  des  deux  dernières  équa- 
tions (2)  en  y  remplaçant  L  et  M  par^Z  et  —  ^Z. 

S'il  n'y  a  que  trois  points  d'appui,  non  en  ligne  droite,  I»-* 
équations  (2)  permettent  de  déterminer  les  trois  réaction-. 
S'il  y  en  a  davantage,  il  faut  tenir  compte  de  rélasticilé  H»-* 
corps. 


CHAPITRE  X 


MACHINES. 


I.  —  CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE. 

< 

166.  Définition* —  Dans  ses  Eléments  de  statique,  Poinsot 
définit  les  machines  des  instruments  destinés  à  trans- 
mettre V action  des  forces. 

Certaines  machines  servent  à  Tétat  statique  comme  les 
balances.  D'autres  servent  à  l'état  dynamique  comme  le 
treuil,  les  poulies  ;  pour  ces  dernières  on  peut  dire  (\vî* elles 
transforment  un  travail  en  un  autre. 

167.  Machines  simples.  —  Les  machines  dites  simples 
ont  pour  pièces  essentielles  un  ou  plusieurs  corps  solides  qui 
sont  assujettis  à  des  liaisons,  c'est-à-dire  dont  les  mouve- 
ments sont  gênés  par  des  obstacles.  Elles  sont  ordinairement 
soumises  à  l'action  de  deux  forces  :  la  puissance  et  la 
résistance. 

Les  machines  simples,  dans  lesquelles  entre  un  seul  corps 
solide,  se  classent  suivant  la  nature  de  la  liaison  imposée  au 
corps,  c'est-à-dire  de  l'obstacle  qui  s'oppose  à  son  mouve- 
ment. Dans  le  levier,  l'obstacle  est  un  point  fixe;  dans  le 
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tour  OU  treuil,  il  est  un  axe  fixe;  daiis  le  plan  incliné,  lu 
plan  fixe. 

Les  balances,  les  poulies,  les  moufles  et  palans  soni  J'  • 
combinaisons  de  ces  machines  élémentaires. 

168.  Tour  ou  treuil.  —  Le  tour  est  un  solide  assujetti 
tourner  autour  d'un  axe  flxe.  Si  l'on  néglige  les  frotlemeni- 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  est  que  ii 
somme  algébrique  des  moments  des  forces  appliquée^, 
par  rapporta  l'axe  de  rotation,  soit  nulle  (a"  163).  Il  sulï: 
donc  de  projeter  les  forces  sur  un  plan  perpendiculairr  i 
l'aie  et  d'écrire  que  la  somme  des  moments  des  projectioD> 
par  rapport  au  pied  de  l'axe,  est  nulle. 

Dans  la  pratique  l'axe  de  rotation  est  horizontal  ou  verliul. 
quand  il  est  horizontal,  la  machine  s'appelle  spécialemen: 

Fig.  i6i. 


treuil;  quand  il  est  vertical,  elle  porte  le  nom  de  cabest'tn. 

Supposons  d'abord  l'aie  horizontal  {fig.  161).  Le  troi^i 

sert  alors  à  élever  un  fardeau  dont  le  poids  représente  li 

résistance.  Il  se  compose  d'un  cylindre  en  bois  ou  en  métj' 
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l'arbre  du  treuil,  terminé  à  ses  extrémités  par  des  tourillons 
reposant  sur  des  coussinets  (n°  47)  :  sur  ce  cylindre  est  en- 
roulée une  corde  fixée  par  une  de  ses  extrémités  au  cylindre 
même  et  soutenant  par  l'autre  le  fardeau  Q  à  élever;  ce 
cylindre  est  invariablement  lié  à  une  roue  de  même  axe,  d'un 
diamètre  plus  grand,  sur  laquelle  agit  tangentiellement  la 
puissance,  par  l'intermédiaire  d'une  manivelle  M,  comme 
dans  la  figure  161,  ou  par  l'intermédiaire  d'une  corde  en- 
roulée sur  la  roue. 

Le  système  étant  supposé  en  équilibre,  négligeons  le  poids 
de  la  corde  qui  porte  le  fardeau  Q  :  la  tension  de  cette  corde 
est  alors,  en  tous  les  points  de  sa  partie  verticale,  égale  à  Q. 
Le  treuil  est  donc  sollicité  : 

1°  Parla  résistance  verticale  Q  tangente  au  cylindre; 

2°  Par  la  puissance  P  tangente  à  la  roue  ; 

3°  Par  son  poids  II  appliqué  en  son  centre  de  gravité  G, 
point  qui,  par  raison  de  symétrie, 
est  évidemment  sur  l'axe  de  rota- 
tion. 


Fig.  162. 


En  projetant  ces  forces  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  nous 
avons  la  figure  162,  où  toutes  les 
forces  se  projettent  en  vraie  gran- 
deur. 

Appelons  r  et  R  les  rayons  du 
cylindre    et   de   la   roue    et   écri- 
vons que  la  somme  des  moments  des  forces,  par  rapport  à 
l'axe   O,   est  nulle  :  nous  aurons,  puisque  le  moment   du 
poids  n  est  évidemment  nul,  la  condition  d'équilibre 

PR  =  Qr. 

La  puissance  est  à  la  résistance  comme  le  rayon  du  cy- 
lindre est  au  rayon  de  la  roue. 
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Dans  le  treuil  des  cturiers  {ftg.  1 63  )  )a  grande  roue  porte 
des  chevilles  sur  lesfjueUes  un  homme  se  déplace  ;  quaml  il 
passe  d'une  cheville  à  celle  qui  est  au-dessus,  le  bras  àe  levin 
de  la  puissance  augmente.  Il  arrive  un  instant  où  le  inomeni 
de  la  puissance  l'emporte  sur  celui  de  la  résistance,  et  1' 

Fig.  .63. 


fardeau  s'élève;  mais  l'homme  doit  alors  passer  sur  la  che- 
ville suivante  de  fa^on  à  conserver  une  position  à  peu  pri-- 
fixe  dans  l'espace  ;  sans  quoi,  entraîné  par  la  roue,  il  revien- 
drait à  une  position  telle  que,  le  moment  de  la  puissant 
étant  égal  à  celui  de  la  résistance,  le  fardeau  cesserai!  .l-- 
s'élever. 

Le  cabestan  est  un  touf  à  axe  vertical  mano-uvré  partie- 
harres  fixes  horizontales  ;  la  figure  iG\  suffit  à  en  faire  cuni- 
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Les  points  AOB  étant  ainsi  ramenés  à  se  trouver  en  ligne 
droite,  il  est  d'usage  de  classer  les  leviers  en  trois  genres, 
suivant  la  disposition  relative  des  trois  points.  Mais  cette 
classification  n'a  de  sens  précis  que  dans  le  cas  où  les  forces 
P  et  Q  sont  parallèles,  car,  si  elles  forment  un  angle  comme 
dans  la  figure  i65,  on  peut  toujours,  en  faisant  tourner  la 
transversale  AOB  autour  de  O,  dans  le  plan  des  deux  forces, 
l'amener  dans  des  positions  A'OB',  A'OB",  telles  que  les 
points  de  rencontre  avec  les  deux  forces  aient  toutes  les  dispo- 
sitions possibles  par  rapport  à  O. 

Ces  réserves  faites,  la  classification  adoptée  est  la  suivante  : 

Premier  genre.  —  Le  point  d'appui  O  (^fig^  167*)  est  com- 
pris entre  les  points  A  et  B  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance;  la  pince  des  tailleurs 

de  pierre,  le  gouvernail  des  bateaux  en  ©•     /• 

sont  des  exemples;  les  ciseaux  sont  des      c. SL__*a  m 

leviers  doubles  du  premier  genre,  ainsi  ^ 
que  les  tenailles. 

0-  ^  «B  (i) 


Deuxième  genre.  —  Le  point  d'appli- 
cation B  de  la  résistance  est  placé  entre  le  point  d'appui  O 
et  le  point  d'application  A  de  la  puissance  (^fig>  '67^);  la 
brouette  est  le  tjpe  de  ce  genre  de  leviers  ;  le  casse-noisette 
forme  un  levier  double  du  deuxième  genre. 

Troisième  genre.  —  Le  point  d'application  A  de  la  puis- 
sance est  placé  entre  le  point  d'appui  O  et  le  point  d'appli- 
cation B  de  la  résistance;  c'est  le  cas  de  la  pédale  du  rémou- 
leur {^fig-  ^67')?  les  pincettes  sont  formées  d'un  levier 
double  du  troisième  genre. 

Dans  les  deux  premiers  genres,  la  résistance  est,  dans  la 
pratique,  plus  grande  que  la  puissance;  dans  le  troisième, 
elle  est  toujours  plus  petite. 

A.  29 
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Dans  la  pratique,  le  point  fixe  est  remplacé  par  une  petiir 
surface  ou  par  un  axe  fixe;  la  théorie  se  rapproche  alors •> 
celle  du  treuil  et  les  conditions  d'équilibre  se  simplifieai; 
n'est,  en  effet,  alors  pas  nécessaire  que  la  puissance  et  ia  ^ 
sistance  soient  exactement  dans  un  même  plan  avec  le  pou 
d'appui  ;  il  suffit  de  passer  en  revue  les  divers  exemples  (^.r 
nous  venons  de  donner  des  leviers  des  trois  genres,  for 
reconnaître  l'exactitude  de  cette  remarque. 

170.  Remarque  sur  les  systèmes  déformables.  —  U 
machines  que  nous  allons  examiner  maintenant  sont  fo^mé^ 
pour  la  plupart  de  plusieurs  solides  articulés  les  uns  aux 
autres  par  des  points  ou  des  axes^  ou  reliés  par  des  co^d^ . 
ces  machines  forment  donc  des  systèmes  matériels  défor- 
mables.  Pour  qu'un  système  de  ce  genre  soit  en  équilibrr 
dans  une  certaine  position,  il  faut  que  les  forces  extérieuni 
qui  lui  sont  appliquées  remplissent  les  six  conditions  d'équi- 
libre d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

C'est  ce  que  nous  avons  démontré  au  n®  130. 

171.  Balances*  —  La  balance  se  compose  d'un  fléau 
horizontal  ÂOB  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  0  fixées 
son  milieu  ;  pour  réaliser  celte  liaison,  un  prisme  triangu- 
laire O,  appelé  couteauj  est  fixé  au  fléau  de  façon  que  >^ 
arêtes  soient  perpendiculaires  au  plan  de  symétrie  du  flêiu 
•ce  prisme  repose,  sur  un  plan  dur  et  poli,  par  son  arête  infé- 
rieure O  qui  constitue  l'axe  de  rotation  {Jig^  i68).  Aui»'^- 
trémités  A  et  B  du  fléau  sont  fixés  deux  petits  prismt*^ 
tournés  en  sens  contraire  du  précédent,  sur  les  arèlesJf^- 
■quels  s'appuient  les  pièces,  crochets  ou  plans  a,  p,  auxquf- 
sont  fixés  les  plateaux  de  la  balance.  Une  aiguille  a,  reliée  a» 
fléau,  se  déplace  devant  une  graduation  et  se  trouve  au  û^' 
«quand  le  fléau  est  horizontal. 

Pour  faire  la  figure,  projetons  sur  un  plan  perpendiculaire 
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à  l'arête  du  couteau  O,  et  appelons  points  de  suspension  les 
projections  des  arêtes  de  suspension  sur  ce  plan. 

Supposons  les  points  de  suspension  aO^  en  ligne  droite. 
Si  le  centre  du  fléau  était  exactement  sur  l'axe  O,  le  fléau 

Fig.  168. 
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serait  en  équilibre  indifférent;  pour  le  mettre  en  équilibre 
stable  dans  la  position  horizontale,  il  faut  faire  en  sorte  que, 
dans  cette  position,  son  centre  de  gravité  soit  au-dessous  du 
point  d'appui  O. 

Les  deux  plateaux  sont  supposés  avoir  le  même  poids;  si 
on  les  chargeait  également,  le  fléau  se  placerait  horizontale- 
ment. Calculons  l'angle  dont  il  s'incline  quand  on  place  une 
surcharge  dans  l'un  des  plateaux. 

La  balance  étant  en  équilibre,  les  plateaux  se  placent  de 
façon  que  leurs  centres  de  gravité  respectifs  viennent  dans  la 
verticale  de  leurs  points  de  suspension. 

Soient  P  les  poids  égaux  qui  sont  appliqués  aux  extré- 
mités du  fléau  et  qui  comprennent  le  poids  du  plateau  et 
des  corps  qui  y  sont  placés,  w  le  poids  du  fléau  appliqué 
en  son  centre  de  gravité  G.  Désignons  par  /  la  longueur 
commune  OA  =:  OB  des  bras  de  levier  du  fléau  supposés 


452  COURS  DE  MECANIQUE. 

égaux,  et  par  d  la  distance  OG;  ajoutons  une  surchai^; 
à  droite  :  le  fléau  s'inclinera  d'un  angle  8  {fig-  '^9)  ^^  ^^^^ 
aurons,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  parrappon 
à  l'arête  du  couteau. 


P/cos6  -hrorfsinÔ  =  (P -♦-/?) /cosO, 


d'où  l'on  tire 

(I) 


tange  =  ^. 


On  voit  que  la  sensibilité  de  la  balance,  c'est-à-dir^ 
l'angle  dont  elle  sHnclinera  pour  une  surcharge  égale  à  i*^. 
par  exemple,  sera,  toutes  choses  égales  d'ailleurs  : 

I®  Proportionnelle  à  /,  et  en  raison  inverse  de  ta;  mais  il 
ne  faut  pas  oublier  que  m  est  fonction  de  /  et  c'est  au  con- 
structeur à  voir  s'il  n'y  a  pas  avantage,  pour  d'autres  raisoû*. 
à  construire  des  balances  à  courts  fléaux; 

2**  En  raison  inverse  de  d\ 

3^  Indépendante  de  la  charge  2  P. 

La  formule  montre  que,  toutes  les  fois  que  l'angle  6  est 
assez  petit  pour  qu'on  puisse  confondre  la  tangente  avec 

l'arc,  l'angle  dont  s'incli- 
'^'  nera  la  balance  sera  pnv- 

portionnel  à  la  surchar^t 
quand  cette  dernière  sen 
fort  petite. 

La  position  d'éqailibr^ 
est  stable,  car,  si  le  flêât 
fait  un  angle  0|  inférieur 
à  celui  qui  convient  ■< 
l'équilibre ,  le  moroeni 
/?/cos.6|  est  supérieur  au  moment  t«Te/sinB|,  la  force  ; 
fait  tourner  le  fléau  vers  la  position  d'équilibre,  et  in^er?<- 


aV-.. 


>r 


c; 


n 


^ 


-r 


n 


L^V 
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ment  si  cette  position  a  été  dépassée,  l'angle  62  étant  plus 
grand  que  6,  c'est  le  moment  xsd  sin^2  qui  est  le  plus  grand 
et  la  force  m  ramène  le  fléau  à  la  position  d'équilibre. 

Supposons  les  trois  points  AOB  non  en  ligne  droite.  Dési- 
gnons par  /  et  P  les  longueurs  OB  et  OA  et  appelons  o  et  ç' 
les  angles  que  font  ces  droites  avec  la  droite  OG. 

Soit  0  l'angle  d'inclinaison  de  la  balance  pour  une  sur- 

Fig.  170. 


PV 


charge  déterminée/?  (Jig»  170),  nous  aurons,  en  appliquant 
comme  ci-dessus  le  théorème  des  moments, 

(/>-i-/>)/sm(<p  — e)  =  F/'sîn(<p'-i-e)-i-wrfsine, 
d'où  nous  tirons 

^  (P -h/>)/COSïp -h  P'/'cOS«p'-hTiFrf 

Si,  pour  simplifier,  nous  supposons  l  =  P,  ©  =  ç',  P  =  P', 
nous  obtenons  la  formule 

(P-4-jD)/sin(<p  — 6)  =  P/sin(<p-h  6)-!- WsinO, 


d'où  nous  tirons 

(2)  tango  = 


pi  sin^ 


(aP  -^p)lcos<f-\-wd' 
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si  Ton  y  fait  o  =  -*  on  retrouve  la  formule  (i).  La  formule  >  ^ 

montre  que  la  sensibilité  n^estplus  indépendante  de  la  charpr 
totale. 

172.  Méthodes  de  pesée.  —  Une  balance  est  dite  y 05^ 
quand  son  fléau  reste  en  équilibre  à  la  position  zéro  si  Ton 
charge  ses  plateaux  de  poids  égaux  ;  la  balance  est  soumiâ^ 
alors  à  Faction  de  trois  forces,  les  deux  poids  P  égaux  et  >oii 
poids  m  ;  à  l'équilibre,  cette  dernière  force  est  appliquée  au 
point  G  qui  doit  venir  se  placer  dans  le  plan  vertical  passant 
par  le  point  O.  On  doit  donc  avoir  comme  condition  d'équi- 
libre, en  appelant  /  et  V  les  bras  de  levier  du  fléau ^ 

p/  =  p/', 

c'est-à-dire 

/  =  /'. 

Pour  qu'une  balance  soit  juste,  il  faut  et  il  suffit  que  se> 
deux  bras  de  levier  soient  égaux. 

On  ne  peut  admettre  que  cette  condition  est  remplie  qa*' 
s'il  s'agit  de  pesées  commerciales;  mais,  s'il  s'agit  de  pesé^- 
faites  dans  le  laboratoire  de  recherches  scientifiques,  s'il  faut 
par  exemple  peser  i^^  avec  une  approximation  de  i"'^.  Terreur 

relative  admise  est  de  — j->  et  il  est  évident  que  le  conslrur- 

leur  ne  peut  pas  répondre  que  l'égalité  des  bras  de  levier  nr 
comportera  pas  une  erreur  relative  plus  grande. 

On  ne  peut  donc  admettre  que  la  condition  de  justesse  $oit 
remplie. 

La  méthode  de  double  pesée  imaginée  par  Borda  consi>l*' 
à  placer  le  corps  à  peser  dans  l'un  des  plateaux  et  à  Téqul- 
librer  par  une  tare  placée  sur  l'autre  plateau  ;  on  enlève  en- 
suite le  corps  et  on  le  remplace  par  des  poids  marqués  dont 
la  somme  fait  connaître  le  poids  cherché  ;  mais,  quand  on 
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charge  la  balance,  on  doit  admettre  que  les  trois  points  de 
suspension  ne  restent  pas  en  ligne  droite,  et  alors  la  sensi- 
bilité varie  avec  chaque  pesée;  pour  éviter  cet  inconvénient 
on  opérera  par  la  méthode  dite  à  charge  constante  qui  est 
une  méthode  de  double  pesée  à  sensibilité  constante. 

Supposons  qu'on  opère  avec  une  balance  capable  de  peser 
i^s  avec  une  sensibilité  de  i"*^;  on  met  dans  Tundes  plateaux 
un  poids  unique  de  i^^  et  dans  Fautre  toute  la  série  des  poids 
divisionnaires  dont  la  somme  fait  également  i^^.  Si  la  balance 
est  juste,  elle  reste  au  zéro,  sinon  on  Vy  ramène  par  une  tare 
placée  du  côté  convenable  ;  on  place  en  second  lieu  le  corps 
du  côté  des  poids  divisionnaires  et  Ton  enlève  un  certain 
nombre  de  ceux-ci  jusqu'à  ce  que  l'équilibre  soit  rétabli  ;  la 
somme  des  poids  enlevés  représente  le  poids  du  corps  par 
double  pesée.  Les  pesées  successives  doivent  se  faire  sans 
changer  ni  le  poids  de  i^«,  ni  la  tare;  elles  se  font  donc  à 
sensibilité  constante  puisque  (2P  +  />)  est  une  constante. 

173.  Balance  romaine.  —  La  balance  dite  romaine  se 
compose  d'un  levier  du  premier  genre  assujetti  à  tourner 

Fig.  171. 
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autour  d'un  point  fixe  B  (yî^.  171)-  On  suspend  à  l'extré- 
mité A,  à  l'aide  d'un  crochet,  le  fardeau  à  peser,  on  lui  fait 
équilibre  par  un  poids  constant  p  soutenu  par  un  anneau 


I 
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que  l'on  fait  glisser  le  long  du  bras  BC.  Appelons  /  le  Lra^  V: 
ûf  la  distance  GB  du  centre  de  gravité  du  levier  au  pnlni  : 
et  w  le  poids  du  levier.  L'équation  d'équilibre  s'obli'^ni  t 
écrivant  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapp  ' 
à  B  est  nulle  :  elle  est 

<i)  Vl'\-wd  =  pxBa. 

Appelons  C  le  point  où  il  faut  placer  le  poids  mobile  / 
pour  obtenir  l'équilibre  quand  il  n'y  a  aucun  fardeau  attdc!  - 
en  A  :  l'équation  d'équilibre  se  réduit  dans  ce  cas  à 

(2)  wd=:pBC; 

retranchons  les  égalités  (i)  et  (2),  membre  à  membre, 

P  l  =p{BC—BC)  =  pCC, 


d'où 


CC'=-P. 
P 


La  distance  CC  est  donc  proportionnelle  au  poids  1'  j 
mesurer;  cette  remarque  conduit  à  une'méthode  de  graduj- 
tion  ;  on  marque  zéro  au  point  C,  déterminé  par  une  erpt- 
rience  à  vide,  puis  on  suspend  au  crochet  un  poids  de  i^  *  l 
l'on  marque  i  au  point  ainsi  obtenu  ;  on  peut  alors  diviV*^ 
cet  intervalle  en  dix  parties  dont  chacune  correspondr. 
à  100*  et  prolonger  cette  division  s'il  y  a  lieu. 

174.  Bascule  ou  balance  de  Quintenz.  —  Cette  balanor 
se  compose  de  trois  leviers  mobiles  autour  d'axes  horiroc- 
taux  \  nous  pouvons,  en  projetant  sur  le  plan  de  symétrie  d- 
l'appareil  pris  comme  plan  de  figure,  regarder  les  rotation* 
comme  s'eflectuant  autour  de  points,  comme  nous  Tavon- 
fait  déjà  pour  la  balance  (Jig*  172).  Le  premier  levier  LM 
prend  son  point  d'appui  M  sur  le  sol  ;  le  second  HD  porte  u:. 
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lablier  en  bois  sur  lequel  repose  le  corps  de  poids  P  que  l'on 
veut  peser  et  prend  son  point  d'appui  en  K,  sur  le  premier 
levier,  par  l'intermëdiaire  d'une  courte  tige  rigide  DR,  sorte 
de  couteau;  le  troisième  AC  tourne  autour  du  point  fixe  O 
prenant  son  appui  sur  le  sol.  En  C  est  attaché  le  plateau, 
dans  lequel  on  mettra  les  poids  marqués  Q  ;  en  A  et  B  on 

Fig.  171. 


soutient  par  des  couteaux  deux  tîges  AL  et  BH  qui  sontarti- 
culées  à  charnières  par  le  bas  respectivement,  en  L  au  premier 
levier  et  en  H  au  second. 

Soient  G  le  point  d'application  du  poids  P, /et  ^' les  distances 
de  ce  point  à  H  et  à  D,  et  rf  leur  somme  1+  l';  décompo- 
sons la  force  P  en  deux  composantes  parallèles  appliquées 
en  H  et  en  D  :  elles  auront  pour  expression  —j-  et  -t--  La 
première  est  transportée  en  B  au  troisième  levier  par  l'inter- 
médiaire de  la  tige  HB,  la  seconde  est  transportée  en  K  au 
premier  levier  par  le  couteau  DK  ;  on  peut  lui  substituer 
une  force  appliquée  à  l'extrémité  L  du  levier  LM  et  ayant 

,         P(_d—f)       KM    .       .  ,  .,  , 

pour  valeur ^ x  j-z:  et  qui  sera  Iransporlée  en  A  au 

troisième  levier  par  la  tige  AL.  Le  troisième  levier  sera 
ainsi  soumis  à  l'action  de  trois  forces,   et  pour  qu'il  y  ait 
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équilibre  on  doil  avoir 

Q.CO  =  iï><OB.Pfi^.-xOV 

OU 

^        ,^       ^       MK       „.       P„/OBxML  — OA>rMK\ 

La  balance   doit  être  construile  de  telle   façon  que  K 
FiR.  .;3. 


poids  Q  soient  indépendants  de  la  position  du  fardeau  P  su 
le  tablier  :  E  étant  la  longueur  variable,  on  doil  avoir 


Les  bras  OA  et  OB  du  troisième  levier  doivent  donc  èir- 
proportionnels  aux  bras  MK  et  ML  du  premier  ;  l'équalion  1 1 
devient 
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el  en  tenant  compte  de  l'équalion  (3)  elle  se  réduit  à 
QxCO  =  PxOB. 

On  prend  dans  la  pratique  CO  =  10  X  OB. 

L'effet  produit  dans  cette  bascule  est  donc  le  méoie  que  si 
l'on  transportait,  en  définitive,  intégralement  le  poids  P  au 
point  B. 

Cette  bascule  est  représentée  par  la  ligure  173,  qui  montre 
les  dilFérents  organes  et  le  châssis  en  bois,  par  l'intermédiaire 
duquel  les  leviers  prennent  leur  appui  sur  le  sol  ;  les  pointes  e 
eiy,  dont  l'une  est  solidaire  du  fléau  et  l'autre  fixée  au  bâti, 
permettent  de  voir  si  l'équilibre  est  obtenu  dans  la  position 
horizontale  du  levier. 

i75.  PonUeflxe. 

1°  Sans  frottement.  —  La  poulie  est  un  disque  en  métal 
ou   en   bois,   sur  la   circonférence  duquel  est  creusée  une 


i 


gorge.  Dans  la  goi^e  de  la  poulie  passe  une  cordfl,  un  fil  métal- 
lique ou  une  chatne,  aux  extrémités  desquels  agissent  la 
puissance  a  A  et  la  résistance  6B  {fig.  174)- 

La  poulie  est  assujettie  à  tourner  autour  d'un  axe  perpen- 
diculaire à  son  plan  passant  à  travers  une  ouverture  circu* 
iaire  faite  à  son  centre  et  nommée  œil;  les  extrémités  de 
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l'axe  s'appuîent  sur  la  chape  de  la  poulie,  pièce  de  fer  dont 

les  deux  branches  embrassent  la  poulie  et  terminée  à  sa  partie 

supérieure  par  un  crochet  fixé  à  un 
point  invariable. 

La  poulie  fixe  a  simplement  pour 
but  de  changer  la  direction  d'um: 
force  sans  modifier  sa  grandeur. 

Soient,  en  effet,  P  et  Q  deux 
forces  tangentiellement  appliquées 
aux  extrémités  A|  B|  de  la  corde  à  la 
poulie;  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il 
faut  que  la  somme  des  moments  de 

ces  deux  forces,  par  rapport  au  point  O,  soit  nulle  {Jig»  tj-^)» 

ce  qui  s'écrit 

PxOA  — QxOB  =  o, 


puisque  les  forces  tendent  à  faire  tourner  la  poulie  en  sens 


inverse;  mais 


donc 


OA  =  OB, 
P  =  Q. 


Si  l'on  néglige  le  poids  de  la  poulie,  la  pression  totale 
supportée  par  l'axe  est  égale  à  la  résultante  des  deux  forces  P 
et  Q. 

Transportons  ces  deux  forces  en  leur  point  de  rencontre  I, 
et  transportons  leur  résultante  R  en  O  sur  l'axe  ;  on  voit  im- 
médiatement sur  la  figure  1^5  que 

R  =  aPcosa, 

en  appelant  2  a  l'angle  des  cordes. 
Cette  pression  totale  est  maximum, 


R=  iP 
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et  égale  au  double  de  la  résistance,  si  les  cordes  sont  paral- 
lèles ;  elle  est  d'autant  plus  faible  que  la  direction  de  la  force 
est  moins  modifiée. 

Supposons  les  forces  P  et  Q  verticales;  leur  résultante 
verticale  2P  est  appliquée  au  centre  de  la  poulie  {fig>  176) 
dont  nous  figurons  l'axe  fixe  avec  un  rayon  inférieur  à  celui 
de  l'œil.  La  réaction  de  l'axe  fixe  contre  la  surface  de  l'œil 
est  une  force  égale  et  de  signe  contraire 
à  la  pression  totale  ;  s'il  n'y  a  pas  frotte- 
ment, cette  réaction  est  normale  à  la 
surface  de  l'œil  et  passe  par  le  centre  : 
le  contact,  entre  l'axe  et  l'œil,  a  donc 
lieu  en  a  sur  la  verticale  du  centre  de 
l'axe. 


Fig.  176. 
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2^  Avec  frottement.  —  Nous  nous  bor- 
nerons au  cas  où  P  et  Q  sont  verticales. 
Appelons  ^   l'angle  de  frottement  de 
l'œil  sur  l'axe  et,  en  supposant  la  résistance  Q  donnée,  cher- 
chons quelle  est  la  valeur  limite  P  qu'il  faut  donner  à  la  puis- 
sance pour  que  la  poulie  soit  sur  le 
point  de   tourner;   à  ce  moment  la 
réaction  R  des  surfaces  qui  frottent 
fait   avec    la   normale   commune  un 
angle  égal  à  l'angle  (p  de  frottement; 
elle  n'est  plus  normale  à  la  surface 
de  l'œil;  mais,  comme  elle  doit  tou- 
jours être  verticale  pour  équilibrer 
les  deux  forces  P  et  Q,  le  point  de 
contact  a  ne  reste  pas  sur  la  verticale 
du  point  O,  il  se  transporte  dans  le 

sens  du  mouvement  de  la  poulie,  en  6,  où  la  réaction  R  fait 
avec  la  normale  bn  à  la  surface  de  l'œil  un  angle  (p  en  sens 
contraire  du  mouvement  qui  tend  à  se  produire  {^fig*  177)- 
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Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  la  résultante  des 
forces  P  et  Q  soit  égale  et  directement  opposée  à  R  :  il  faut 
donc  qu'elle  passe  par  le  point  rf,  où  R  rencontre  AB,  c'est- 
à-dire  que  la  somme  des  moments  des  forces  P  et  Q  par  rap- 
port à  ce  point  d  soit  nulle.  Appelons  r  le  rayon  de  l'œil  et  R 
celui  de  la  poulie  ;  on  a 

Od^  r  sîncp 
et  par  suite 

P(R  — rsin<p)  =  Q(R-H  rsin«), 

ce  qui  s'écrit 

r 

O)  P  =  Q ^ ; 

telle  est  la  limite  que  doit  légèrement  dépasser  P  pour  que  le 
système  entre  en  mouvement;  on  voit  que  cette  limite?  de 
la  puissance  est  supérieure  à  la  résistance;  la  différence  est 

nr  . 
p  —  Q=  Q  — '^ 


I  — Isinç 


R 

Pour  la  diminuer,  il  faut  : 

1^  Diminuer  le  rapport  ^>    c'est-à-dire   construire   une 

poulie  de  grand  rayon,  en  l'évidant,  au  besoin,  pour  dimi- 
nuer son  poids  et  la  faire  tourner  sur  un  axe  de  faible  rayon. 
2**  Diminuer  cp,  ce  à  quoi  l'on  arrive  en  lubrifiant  à  Taide 
de  corps  gras  les  surfaces  de  l'axe  et  de  l'œil  qui  sont  en 
contact. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  quand  P  est  supposé  supérieur 
ou  égal  à  Q,  il  faut  et  il  suffit  que  P  soit  inférieur  ou  égal  à 
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la  limite  (i).  Si  l'on  supposait  P  inférieur  à  Q,  la  pouli 
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!  ten- 


drait à  tourner  dans  l'autre  sens,  mais  elle  resterait  en  équi- 
libre, tant  que  Q  ne  dépasserait  pas  une  certaine  limite 


Il  y  a  donc  équilibre  entre  ces  deux  limites  et  les  conditions 
d'équilibre  sont,  en  définitive,  exprimées  par  des  inéga- 
lités. 

176.  Poulie  mobile.  —  La  poulie  repose  par  sa  gorge 
sur  une  cordé,  dont  une  extrémité  est  liée  à  un  point  fixe  A, 


l'autre,  B,  étant  tirée  par  une  force  P,  la  puissance  (yî^.  17*^). 
Le  fardeau,  qui  constitue  la  résistance,  est  altacbé  à  la  chape 


Fig.  179. 
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et  peut  être  figuré  par  une  force  Q  appliquée  au  centre  de 

la  poulie. 

La  réaction  du  point  fixe  A  sur  la  corde  est  une  tension  T 

dirigée  suivant  A|  A  {Jig>  '79)î  l'équilibre  doit  donc  avoir 

lieu  entre  ces  trois  forces  P,  T 
et  Q  que  l'on  peut  supposer  appli- 
quées en  A,  B  et  O  ;  il  faut  pour 
cela  qu'elles  soient  dans  un  même 
plan,  qu'elles  concourent  en  un 
même  point  et  s'y  fassent  équi- 
libre. La  résistance  Q  doit  donc 
être  dans  le  plan  de  la  poulie; 
les  forces  P  et  T  doivent  se  ren- 
contrer en  un  point  M  sur  OQ: 
elles  font  donc  des  angles  égaux 

avec  cette  droite  et,  comme  leur  résultante  doit  être  égale 

et  opposée   à   Q,  qui  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  de 

l'angle  BMA,  il  en  résulte  que  l'on  doit  avoir 

P  =  T; 

la  tension  est  donc  la  même  tout  le  long  de  la  corde. 

Si  l'on  appelle  2  a  l'angle  des  cordes,  on  a  donc,  comme 

dans  le  calcul  de  la  pression  totale  sur  l'axe  de  la  poulie 

fixe, 

Q  =  2?  cosa 

ou 

Q 


P  = 


*2C0sa 


Quand  on  tire  sur  la  corde  B,  la  poulie  s'élève,  a  aug- 
mente, la  puissance  augmente  également,  et  il  faudrait  un<* 
puissance  théoriquement  infinie  pour  amener  la  poulie  à  re- 
poser sur  une  corde  tendue  horizontalement.  On  doit  donc 
chercher  à  s'éloigner,  autant  que  possible,  de  ce  cas  limite  si 
désavantageux;  si,  au  contraire,  les  cordes  sont  parallèles  ei 


verticales,  on  a 
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la  puissance  est  moitié  du  fardeau  à  soulever. 

177.  Combinaisons  de  poulies.  —  On  peut  combiner 
des  poulies  fixes  et  des  poulies  mobiles  ;  on  obtient  ainsi  des 
appareils  qui  peuvent  élever  de  très 
lourds  fardeaux  :  ^'fi»-  "®*** 

1°    Première  combinaison.   —   Le 

fardeau  est  attaché  à  une  première 
poulie  mobile  A,  dont  la  corde  est 
fixée  par  un  bout  à  un  point  fixe  a  et 
par  Tautre  bout  à  la  chape  d'une 
deuxième  poulie  mobile  B  {fig,  i8o) 
qui  est  à  son  tour  embrassée  par  une 
corde  dont  une  extrémité  b  est  fixe, 
tandis  que  Fautre  est  attachée  à  la 
chape  d'une  troisième  poulie  mo- 
bile C,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'enfin  la  corde  d'une  dernière 
poulie  mobile  vienne  passer  sur  une 
poulie  fixe  de  renvoi  servant  à  trans- 
mettre l'effort  dans  la  direction  de  la 
puissance  P. 

Nous    supposerons,   comme    l'in- 
dique la  figure,  que  tous  les  cordons 

sont  verticaux,  sauf  le  dernier  P.  D'après  la  théorie  de  la 
poulie,  la  tension  de  chaque  cordon  qui  soutient  A  est 


T,= 


«Q. 


2 


or  cette  tension  joue  le  rôle  de  résistance  pour  la  poulie  sui- 

A.  3o 
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vanle  et  par  »mte  la  tension  des  .cordons   de  la  deuxième 
poulie  e»I 

T  _îi-5  =  Q 


et  ainsi  de  suite;  la  tension  du  n^""  cordon  étant  la  puis- 
sance P,  on  aura 

Si  donc  n  esl  le  nombre  des  poulies,  le  rapport  de  la  résis- 
tance à  la  puissance  est  2". 

a»  Monflss.  —  Les  moufles  sont  formées  de  deux  sjstèin<^ 
de  poulies  réunies  en  nombre  égal  dans  une 
même  chape:  l'une  des  chapes  est  fixe  et  l'en- 
semble de  ses  poulies  constitue  la  moufle  fixe, 
l'autre  est  mobile  et  soutient  les  poulies  <pii 
forment  la  moufle  mobile.  La  résistance  esl 
attachée  à  la  moufle  mobile;  la  corde  unique, 
attachée  au  bas  de  la  chape  lixe,  s'enroule  en- 
suite alternativement  sur  une  poulie  de  la 
moufle  mobile  et  sur  une  poulie  de  la  moufle 
fixe  pour  se  terminer  par  le  garant,  où  est 
attachée  la  puissance  P  {fig-  i8i). 

Nous  supposerons  la  moufle  mobile  asseï 
éloignée  de  la  moufle  fixe  pour  que  les  di^en 
brins  du  cordon  puissent  être  considérés  comme 
parallèles. 

Comme  il  n'y  a  qu'un  cordon,  la  tension  e>i 
la  même  sur  tous  les  courants  et  égale  à  P: 
l'une  quelconque  des  poulies  est  donc  solli- 
citée par  deux  forces  parallèles  et  égales  à  P  qui 
donnent  une  résultante  3P  que  l'on  peut  sup- 
poser appliquée  en  son  centre,  c'est-à-dire  à  U 
chape.  Si  l'on  appelle  n  le  nombre  des  poulies  montées  sur 


5TATIQUII.  4^7 

la  chape  mobile,  te  nombre  des  cordons  est  a/i  et  la  chape 
mobile  sera  sollicitée  par  une  force  anP;  l'équilibre  aura 

Le  rapport  entre  ta  résistance  et  la  puissance  est  égal  au 
double  du  nombre  des  poulies  de  la  moufle  mobile  ou  au 
nombre  2/1  des  brins  de  cordons  qui  embrassent  les  poulies. 

3°  Palan.  —  Les  poulies  placées  les  unes  au-dessous  des 
autres  forment  un  appareil  de  grande  longueur;  aussi  pré- 
fère-t-on  le  plus  souvent  monter  tes  poulies  de 
chaque  moufle,  fixe  et  mobile,  sur  un  même  '*'  '  '' 

axe.  La  figure  18a  fait  comprendre  ce  dispo- 
sitif dont  la  théorie  est  d'ailleurs  identique  à 
la  précédente. 

178.  Application  de  la  notion  de  travail 
aux  conditions  d'équilibre  dear  machines 
simples,  sans  frottement.  —  I..es  machines 
que  nous  avons  étudiées  sont  des  systèmes 
matériels,  assujettis  à  certaines  liaisons,  sur 
lesquels  on  fait  agir  deux  forces,  la  puissance  P 
et  la  résistance  Q,  appliquées  respectivement 
à  deux  points  matériels  A  et  B  de  la  machine. 

En  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement, 
nous  avons  donné  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  qui  doivent,  dans  chaque  position 
de  la  machine,  lier  P  et  Q  pour  que  la  ma- 
chine soit  en  équilibre  dans  celte  position.  Mais  les  ma- 
chines servent  rarement  à  l'état  d'équilibre  :  on  les  utilise  à 
l'état  de  mouvement  pour  vaincre  certaines  résistances. 

C'est  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  qu'on  est  conduit  aux 
considérations  suivantes. 
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Imagiaonâ  qu'il  nj  ait  pas  de  frottement  et  que  la  ina<  :. 
■«4»  mette  en  mouvement,  ce  qui  arrivera  évidemment  <i  . 
lionne  pendant  un  court  instant  à  la  puissance  une  valeur  ' 
peu  supërienre  à  la  valeur  P  qui  convient  à  l'équilibre  :  ii 
foi!»  la  machine  lancée  nous  supposerons  que,  dans  cha'] 
position   considérée,    P    et   Q    remplissent    les    conditi-': 
«l'équilibre. 

On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Si  une  machine  simple  est  mise  en  mouvement ^  lesron- 
ditions  d^équilibre  étant  remplies  êi  chaque  instant.  / 
trasfail  de  la  puissance  est  égal  et  de  signe  contraire 
celus  de  la  résistance. 


r  7 


Écrivons  d'abord  les  équations  qui,  sous  des  forpae^  '^ 
verses,  expriment  ce  théorème,  que  nous  vérifierons  ensuit 
pour  chaque  machine. 


forme.  —  Supposons  qu'à  l'instant  /  le  poio^ 
d'application  de  la  puissance  soit  en  A,  celui  de  la  résistan'^ 


Fig.  i83. 


en  B;  au  bout  du  temps  infiniment  court  dt,  la  machina' 
subi  un  déplacement  amenant  A  en  A'  et  B  en  B'  (fif-  ''  ' 
Le  travail  élémentaire  de  la  puissance  P  est  alors 

P.AA'.cosPAA'; 

celui  de  la  résistance  Q 

Q.BB'.cosQBB'. 
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Il  faut  vérifier  que  ces  deux  travaux  élémentaires  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  si  les  forces  P  et  Q  se  font 
équilibre,  c'est-à-dire  que  l'on  a  alors 

(1)  P.AA'cosPAA'-+-Q.BB'co5QBB'=o. 

Deuxième  forme.  —  Cette  équation,  qu'il  s'agit  de  vérifier, 
peut  s'écrire  sous  une  autre  forme,  si  l'on  y  introduit  les 
vitesses  V  et  W  avec  lesquelles  se  déplacent  les  points  maté- 
riels A  et  B  auxquels  sont  appliquées  les  forces  P  et  Q. 

En  eflet,  le  déplacement  AA'  étant  infiniment  petit  et 
s'effectuant  pendant  le  temps  dt^  la  vitesse  V  du  point  A  est, 

en  grandeur,  direction  et  sens,  la  limite  du  rapport-^;  de 

même  W  =  lim  -r-  • 

dt 

Divisant  alors  la  relation  (1)  par  dt^  faisant  tendre  dt  vers 
zéro,  et  remarquant  que  les  limites  des  angles  PAA'  et  QBB' 
sont  les  angles  (P,  V)  et  (Q,  W)  formés  par  les  vecteurs  P 
et  V,  d'une  part,  Q  et  W  de  l'autre,  on  est  conduit  à  vérifier 
la  proposition  suivante  : 

Si  les  conditions  de  l'équilibre  sans  frottement  sont 
remplies,  on  a,  à  chaque  instant, 

(2)  PVcos(P,  V)-i-QWcos(Q,  W)  =  o. 

Troisième  forme.  —  Appelons  Vp  la  projection  de  la 
vitesse  V  du  point  matériel  A  sur  la  puissance  P  et  de 
même  Wq  la  projection  de  W  sur  Q  {fig»  i83)  :  on  a 

Vp=Vcos(P,  V), 
\Vq=Wco8(Q,  W); 

donc  la  relation  (2),  à  vérifier,  peut  s'écrire 

(3)  PVp-+-QWq=o, 
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OU 

^4>  Q  — ViT 

Celte  relation  montre  immédiatement  que  Vp  et  Wq  soni 
de  signes  contraires  :  ainsi,  dans  la  figure  i83,  Vp  est  positif 
et  Wq  négatif.  En  outre,  on  peut  énoncer  la  relation  (4),  à 
vérifier,  comme  il  suit  : 

Si  les  conditions  d^équilibre  sans  frottement  sont  rem- 
plies, le  rapport  de  la  puissance  à  la  résistance  est  égal 
au  rapport  ins>erse  des  vitesses  des  points  d' application 
de  la  puissance  et  de  la  résistance  estimées  respectivement 
suivant  les  directions  de  ces  deux  forces. 

C'est  ce  fait  général  que  l'on  énonce  quelquefois  sous  une 
forme  concise  en  disant  : 

Ce  qu'on  gagne  en  force  on  le  perd  en  vitesse. 

Remarque.  —  Les  propositions  précédentes  sont  générales. 
Dans  la  pratique,  il  arrive  ordinairement  que,  pour  utiliser 
la  puissance  tout  entière,  c'est-à-dire  pour  rendre  maximum 
le  travail 

P.AA'cosPAA',     ou     PVco5(P,  V)rf/, 

on  la  dirige  dans  le  sens  même  de  V  ou  de  A.V,  alors  le  co- 
sinus devient  égal  à  i . 

Si  en  outre  Q  est  dirigé  en  sens  contraire  de  W  ou 
de  BB',  on  a 

cos(Q,  W)  =  -  I 

et  la  relation  fondamentale  à  vérifier  prend  la  forme  simple 

PV  —  QW  =  o 

ou 

P.AA— Q.BB'=o, 
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OU  encore 


P       ..     BB' 


Q  AA 


I  y 


c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  le  treuil. 
Passons  maintenant  à  la  vérification  demandée. 

i^  Treuil.  —  Le  treuil  (n**  168)  est  un  corps  solide  mobile 
autour  d'un  axe  fixe  et  sollicité  par  deux  forces  P  et  Q  appli- 
quées en  des  points  A  et  B.  Ces  forces  sont  dans  des  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  et  sont  en  outre  perpendiculaires 
aux  rayons  CA  et  DB  aboutissant  aux  deux  points  d'appli- 
cation. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  il  faut  et  il  suffit  que  la  somms 
des  moments  des  deux  forces  par  rapport  à  l'axe  soit  nulle. 
Supposons  cette  condition  remplie  et  faisons  tourner  le  treuil 
avec  une  vitesse  angulaire  w  de  façon  que  la  vitesse  V  du 
point  A  soit  dans  le  sens  de  Pet,  par  suite,  la  vitesse  W  de  Ben 
sens  contraire  de  Q.  Gomme  les  points  A  et  B  décrivent  avec 
la  vitesse  angulaire  co  des  cercles  perpendiculaires  à  l'axe 
ayant  pour  rayons  CA  =  R  et  DB  =  r,  on  a 

V  =  Rfii,        W  =  ra), 

cos(P,  V)  =  -i-i,        cos(Q,  W)  =  — I. 

La  quantité  (2)  devient  donc 

PVcos(P,  V)  -t-  QW  cos( Q,  W;  =  a)(P.  R  —  Q.r) 

=  <i)(Mom.P  -h  Mom.Q) 

en  appelant  Mom.  P  et  Mom.  Q  les  moments  des  forces  P  et  Q 
par  rapport  à  l'axe. 

On  voit  que  cette  quantité  est  nulle  quand  les  forces  se 
font  équilibre,  et  réciproquement  que,  si  cette  quantité  est 
nulle,  u>  étant  différent  de  zéro,  les  forces  se  font  équilibre. 

Par  exemple,  supposons  qu'il  faille,  avec  un  treuil,  élever 
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un  poids  de  1 00*^8  suspendu  à  une  corde  enroulée  sur  k 
treuil.  Si  là  puissance  P  est  dix  fois  plus  loin  de  l'axe  que  U 
résistance  Q=  loo^^^  on  pourra,  avec  une  puissance  de  lo*^ 
seulement,  équilibrer  Q.  Mais,  quand  le  treuil  fonctionne, 
pour  que  le  fardeau  s'élève  de  i",  il  faut  que  le  point  d'ap- 
plication de  la  puissance  parcoure  un  chemin  de  lo". 
puisque,  à  chaque  instant,  la  vitesse  du  point  A  est  dix  foi* 
plus  grande  que  celle  du  point  B. 

2"  Levier.  —  Pour  faire  cette  même  vérification  relative- 
ment au  levier,,  nous  commencerons  par  établir  Fimportant*' 
proposition  suivante  : 

Quand  un  corps  solide  tourne  autour  d'un  axe  d' un 
Pi-  jg/  angle   infiniment  petit  rf8,    te 

travail  élémentaire  dUine  Jorce 
appliquée  au  corps  est  égal  au 
moment  de  la  force  j  par  rapport 
à  Vaxe,  multiplié  par  d^. 

En  effet,  prenons  {fig.  iSJ» 
Taxe  de  rotation  pour  axe  Oz: 
soient  X,  Y,  Z  les  projection? 
de  la  force;  x^  y^  z  les  coor- 
données de  son  point  d'appli- 
cation M.    Appelons   r   et   S  les 

coordonnées  polaires  de  la  projection  m  du  point  sur  le 

plan  xOj^  perpendiculaire  à  0^, 

X  =  r  cos6,        y  =  f^  sin6. 

Quand  le  corps  tourne  de  rf8,  z  et  r  ne  changent  pas  ei 

Ton  a 

flte  =  —  r  sin  6  û^6  =  — y  rf6, 

dy  =      rco50^=      xdb, 

dz  =  o. 
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Le  travail  élémentaire  de  la  force  F  est  donc 

ILdx-^Xdy-^Zdz^  {x\  --yX)  rfO  =  Mom.  F  d% 

en  désignant  par  Mom.  F  le  moment  de  la  force  par  rapport 
à  l'axe. 

Le  théorème  préliminaire  étant  ainsi  démontré,  passons  à 
la  vérification  demandée  pour  le  levier. 

Le  levier  est  un  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O, 
sollicité  par  deux  forces  P  et  Q.  On  peut  lui  imprimer  un 
déplacement  quelconque  laissant  le  point  O  fixe.  Pour  cela, 
11  suffit,  par  exemple,  de  le  faire  tourner  d'un  angle  rfÔ  autour 
d'un  axe  quelconque  Oz  issu  de  O. 

Dans  ce  déplacement,  on  a,  d'après  ce  qui  précède,  l'ex- 
pression suivante  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  P 
elQ, 

©P-h6Q  =  (MÔm.P-4-Mora.Q)dO, 

les  moments  étant  pris  par  rapport  à  l'axe  choisi  Oz, 

Si  les  forces  P  et  Q  se  font  équilibre,  elles  ont  une  résul- 
tante passant  par  le  point  fixe  ;  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  à  l'axe  Oz  étant  égale  au  moment  de  cette  résul- 
tante est  nulle,  car  la  résultante  rencontre  l'axe  en  O.  La 
somme  des  travaux  de  P  et  Q  est  donc  nulle  pour  tous  les 
déplacements  que  peut  prendre  le  levier. 

Si,  en  particulier,  on  fait  tourner  le  levier  autour  d'un 
axe  Oz  perpendiculaire  au  plan  du  point  O  et  des  deux 
forces,  la  vérification  est  immédiate  :  elle  est  identique  à 
celle  que  l'on  a  faite  pour  le  treuil. 

3^  Poulies.  Moufles.  —  Dans  les  combinaisons  de  poulies 
étudiées  au  n°  177,  la  même  proposition  est  facile  à  retrouver; 
dans  la  première  combinaison,  si  la  poulie  A  et,  par  suite, 
le  point  d'application  de  la  résistance  Q  s'élèvent  de  A,  la 
poulie  B  s'est  élevée  de  2 A;  en  effet,  si  le  centre  est  passé 
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de  O  en  O'  (Jig*  1 85),  tel  que  00'=  A,  la  corde  est  passéede 
la  position  aC/nDB  à  la  position  aC'/n'D'B',  a  étanlfiie: 

la  longueur  comprise  entre  a  et  B  a  donc 
F»g-  '85.  diminué  de  CC  +  DD'  =  ih  et,  comme  la 

longueur  totale  de  corde  n'a  pas  changé,  le 
point  B  s'est  élevé  de  BB'=  2  A. 
La  poulie  G  s'est  alors  élevée  de 

a(aA)  =  2'A 


et  la  poulie  de  rang  n  de  2" A.  Le  point 
d'application  de  la  puissance  P  a  donc 
décrit  un  chemin  2"  A  et  le  travail  de  la 
puissance  est  P  2''  A  ;  le  point  d'appli- 
cation de  la  résistance  Q  a  décrit  le 
chemin  00'=  A  et  le  travail  de  la  résistance  est  —  Q.A. 
D'après  les  conditions  d'équilibre,  la  somme  de  ces  deui 
travaux  est  nulle.  L'appareil  permet  de  vaincre  une  résis- 
tance 2^'  fois  plus  grande  que  la  puissance  employée,  mais  a 
condition  que  le  point  d'application  de  la  puissance  parcoure 
un  chemin  2"  fois  plus  grand  que  celui  parcouru  par  le  pomi 
d'application  de  la  résistance. 

Dans  les  deux  autres  combinaisons,  si  la  résistance  s'élè\e 
de  A,  chacun  des  in  cordons  parallèles  est  diminué  de  h.  et, 
par  suite,  le  point  d'application  de  la  puissance  est  déplacé 
de  inh\  ici  encore,  ce  que  l'on  a  gagné  en  force  on  le  penl 
en  chemin  parcouru  dans  la  direction  de  la  force. 


Bascule  ou  balance  de  Quintenz.  —  La  bascule  se  compose 
d'un  fléau  ABC  {fig,  186)  mobile  autour  du  point  0,  et  qui 
supporte,  à  l'aide  de  tiges  articulées  BB',  CC,  deux  plateaux 
horizontaux  s'appuyant  l'un  en  I  sur  un  couteau  fixe,  1  autre 
en  F  sur  un  couteau  FF'  invariablement  lié  au  plateau  It- 
On  place  le  corps  à  peser  sur  le  plateau  supérieur,  et  on  lui 
fait  équilibre  par  un  poids  P  placé  en  A,  le  fléau  ABC  élaiit 
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horizontal.  Pour  une  rotation  d%  du  fléau  autour  dé  son  axe, 
on  a  évidemment,  en  appelant  dP  la  projection  du  déplace- 
ment élémentaire  de  A  sur  P, 


Fig.  186. 


C      B  0 

y— 


..-'x^ 


Cl 


] 


B* 


C 


Appelons  de  même  dR  la  projection  du  déplacement  élémen* 
taire  du  centre  de  gpravité  du  far- 
deau sur  le  poids  R  de  ce  fardeau. 

Cette   quantité   dR  dépendra 
de  la  position    du   fardeau   sur 
le  tablier  FB',  à  moins  que  ce 
tablier  ne  se  déplace  parallèle- 
ment  à  lui-même,    c'est-à-dire       ' 
que  les  points  F  et  B'  ne  s'élè- 
vent d'une  même   quantité.    Pour   exprimer    cette    condi- 
tion, nous  observerons  que  B'  s'élève  autant  que  B,  c'est- 
à-dire  de  OBrfô;  le  point  C  s'élevant  d'ailleurs  de  OCrfÔ,  il 
en  sera  de  même  de  C,  et  le  point  F'  qui  entraîne  F  s'élè- 

vera  de  -=-  OC</0:  la  condition  cherchée  est  donc 
IC  ' 


♦  R 


IF' 

OB  =  oc-j=r' 


IF' 

le 


PB 
ÔG 


elle  exprime  que  les  droites  OI  et  BF'  se  coupent  sur  CC. 
Dans  cette  hypothèse,  on  aura 

rfR  =  —  OB  c?e. 

Pour  ce  déplacement  é/Q,  la  somme  des  travaux  de  la  puis- 
sance P  et  de  la  résistance  R  est 


ou 


FdP-^-KdR 


P.OA.é/e  — R.OB.rfO; 
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pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

P         OR 
P.OA.€W-R.OB.rfe  =  o,         ^  =  ^, 

et  tout  se  passe  alors  comme  si  le  corps  à  peser  était  direc- 
tement suspendu  au  point  B. 


EXERCICES. 

1.  Quand  un  corps  solide  soumis  à  des  forces  Fj,  Fj,  ...,  F^ 
tourne  d'un  angle  infiniment  petit  ^6  autour  d'un  axe  O^,  la  somme 
des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est 

(N,H-N,-f-...-+-N„)rfe, 
N;t  désignant  le  moment  de  Fk  par  rapport  à  Taxe  de  rotation. 

2.  Quand  un  corps  solide  soumis  à  des  forces  F|,  Fj,  ...,  Fk  subit 
une  translation  infiniment  petite  dx  parallèlement  à  un  axe  Ox,  U 
somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est 

(  Xi  H-  X,  -+- . . .  -h  X„  )  cLv^ 
Xk  désignant  la  projection  de  Fj^  sur  Taxe  Ox, 

3.  Vérifier  le  théorème  suivant  : 

Si  un  corps  solide  assujetti  à  certaines  liaisons  Skss  frottement 

est  en  équilibre  sous  Inaction  de  forces  données  F|,  Fj,  ...,  F^, 

la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est  nulle  pour 

tout  déplacement  infiniment  petit  du  corps  compatible  avec  les 

liaisons. 

Exemples  : 

I®  Axe  fixe.  —  Un  déplacement  possible  :  rotation  </0  autour  de 
l'axe. 

2**  Corps  pouvant  tourner  autour  d^un  axe  et  glisser  le  long 
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de  l'axe.  —  Deux  déplacements  élémentaires  à  l'aide  desquels  on 
peut  obtenir  tous  les  autres  :  une  rotation  infiniment  petite  autour 
de  Taxe;  un  glissement  infiniment  petit  parallèle  à  Taxe. 

3**  Corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  O,  —  Tout  dé- 
placement infiniment  petit  est  la  résultante  des  déplacements  dus  à 
trois  rotations  élémentaires  autour  de  trois  axes  Oxy  Oy^  Oz  issus 
de  O. 

4**  Corps  solide  reposant  sur  un  plan  fixe. 

5'  Corps  solide  libre. 


FIN. 


ERRATUM. 


Page  356,  Exercices,  théorème  II,  au  lieu  de  :  au  sixième  du 
volume,  écrire  :  à  six  fois  le  volume. 
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